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摘  要：应用虚拟多维内连结键模型对岩石类材料的单轴压缩破坏机理进行了分析，并推导出了包含损伤演化信息的

非线性本构方程。VMIB 模型认为：固体材料在微观尺度上是由离散的随机分布的质点（带有质量的微粒）组成。质
点与质点之间由一组虚拟的切向键和法向键连结。岩石类材料在受压破坏过程中，宏观上局部刚度的降低是在微观尺

度上虚拟键分布密度衰减的结果。根据虚拟键的密度衰减机制，唯象地提出了虚拟键密度演化方程，并将该演化方程

直接嵌入到了 VMIB模型本构方程中。微观上法向键和切向键的密度衰减分别决定着材料不同的宏观全过程破坏特征。
最后通过数值模拟和试验验证，说明 VMIB模型能够有效地再现岩石类材料的单轴压缩破坏过程。由于 VMIB模型兼
顾了连续介质力学和分子动力学的特点，这使得材料破坏的数值模拟变得更为简单和高效。 
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Application of .Virtual Multi-dimensional Internal Bond (VMIB)               
in uniaxial failure of rocklike materials 
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Abstract: The uniaxial failure mechanism of rocklike materials was analyzed using VMIB (Virtual Multi-dimensional Internal 

Bond) and the corresponding nonlinear constitutive relationship including failure evolution information of material was derived. 

From the view of VMIB, the solid materials was consisted of discrete and random mass particles. These mass particles were 

connected with virtual normal bonds and tangent bonds. During the processes of uniaxial compressive failure of rocklike 

materials, the weakness of local material stiffness was considered to result from the distribution density decrease of bond, which 

was induced by the local deformation in the micro scale. According to this mechanism of density decrease, a phenomenological 

evolution function of bond density was proposed. This evolution function was directly embedded into the VMIB constitutive 

relationship. The density evolutions of normal bond and tangent bond in micro scale determined different characters of material 

failure in macro scale respectively. The numerical simulation results and the corresponding experimental results showed that the 

VMIB could represent the complete process of uniaxial compressive failure of rocklike materials. Due to the fact that VMIB 

inherited the advantages of traditional mechanics and the molecular dynamics, it made the numerical simulation of material 

failure more efficient and easier. 
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0  引    言 
如何建立一个合理的力学模型并能有效地再现岩

石类材料的破坏过程将是非常有意义的。由于传统连

续介质力学是建立在场连续假设基础上的，一旦材料
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发生破坏，材料将由原来的连续介质变为非连续介质，

这时原有的材料本构关系将不再成立。因此，那些建

立在传统连续介质力学基础上的计算方法很难再现材

料的整个破坏过程。为了解决这一问题，很多学者从

离散的观念出发去建立材料破坏的计算模型。

Hrennikoff (1941)[1]首先采用等效框架结构的思想去

解弹性问题，后来又有一些学者在这方面做了一些研

究[2-6]。Kawai, et al (1978)[7]提出了刚体弹簧模型，

Morikawa and Sawamoto (1993)提出了另一种弹簧模
型[8]，即材料被离散成刚体圆微粒，粒子之间用线性

的法向和切向弹簧连结，并将其应用到裂纹的动力分

析。Griffiths and Mustoe (2001)[9] 对这个模型做了进
一步研究，他们试图用特定的弹簧排列结构在力学上

等效相应的连续介质材料，并导出了二维情况下，弹

簧的刚度系数与材料常数之间的关系。这些离散模型

在模拟材料的破坏过程中有着很大的优越性，但同时

也有自身的一些不足之处，例如：当离散的结构尺寸

越来越小时，计算量会大大地增加。 
实际上，连续介质力学存在不足之处的同时，也

有它不可替代的优越性，例如：它通过场连续假设，

可以大大的缩减了材料的内部自由度。如何能基于离

散化思想并结合连续介质力学的特点提出一种新的模

型将会更有意义。1998年，Gao 和 Klein提出了 VIB
模型[10-11]。该模型继承了分子动力学和连续介质力学

的特点，它在模拟裂纹的生成及扩展过程中有着很大

的优越性。2004 年，Ganesh 和 Misra 又将 VIB 模型
推广到了各向异性材料[12]，Ganesh, et al (2004)又对该
模型的有限元数值模拟进行了研究[13]。后来，张振南

和葛修润又在 VIB模型的基础上，提出了虚拟多维内
连结键模型（VMIB）[14-15]。它在 VIB 模型中的单一
法向键连结的基础上又增加了切向键，并推导出了法

向键与切向键刚度系数和宏观材料常数之间的对应关

系，VMIB 将微观尺度上的离散结构特征与宏观尺度
下的材料力学属性建立了一个桥梁。与 VIB 相比，
VMIB 模型能够再现材料泊松比的多样性，能够应用
于更广泛的工程材料。文献[16]所提出的拟连续介质
方法实际上是 VMIB 的雏形。在文献[16]中，没有加
入切向键，只是赋予了原法向键一个切向刚度。由于

在文献[14～16]中，都是用 VMIB 去分析材料的受拉
破坏行为，本文将应用 VMIB模型去分析岩石类材料
单轴压载荷作用下的破坏行为，并得出了岩石单轴受

压破坏的本构方程。最后通过试验与数值模拟，得出

VMIB 模型能够再现岩石类材料的单轴受压破坏全过

程。 

1  模型简介 
VMIB模型的基本思想已在文献[14,16]中有详细

的介绍，文献[15]又对 VMIB做了系统的总结和完善，
这里仅作一简介。VMIB模型的微观组构如图 1所示。 

图 1 VMIB模型的微观组构 

Fig. 1 Microstructure constitution of VMIB 

根据 VMIB，连续介质可看作是由离散的质点（带
有质量的微粒）组成，质点之间由切向键(L-bond)和
法向键(R-bond)连结。根据 Cauchy-Born 规则[17-20]，

每个质点在变形后的参考构形中的位置由变形梯度场

决定。假设法向键的长度为单位长度[13]，在单位体积

中，储存在键中的应变能为 
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式中   ( )L ,D θ φ 为法向键的分布密度函数；

L ( , )sin( )d dD θ φ θ θ φ 为球坐标系中角度 ( ), dθ θ θ+  
与 ( ), dφ φ φ+ 之间每单位体积中的法向键的个数；k
为法向键的刚度系数； λ为法向键的伸长量，

jiji ξεξ=λ ，ξ 为球坐标系中法向键的单位方向向量
(sin cos , sin sin , cos )ξ θ φ θ φ θ= ， ε 为应变张量；
( )R ,iD θ φ  ( 1,2,3)i =  为连结坐标轴 ix 与法向键的切 

向键的分布密度函数； r 为切向键的刚度系数；
iβ ( 1,2,3)i = 为 法 向 键 向 ix 轴 的 转 角 ，

1 2 3, ,i ij j i ij j i ij jβ ξ ε η β ξ ε η β ξ ε η′ ′′ ′′′= = = ， ( )1 ,xη ξ ξ′ = × ×v  
( ) ( )2 3,x xη ξ ξ η ξ ξ′′ ′′′= × × = × ×v v

ixϖ为坐标轴 ix 的单
位方向向量。 

根据超弹理论[21-22]，得应力张量与四阶弹性张量

分别为 
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当 ( ) ( )L R, , 1iD Dθ φ θ φ= = 时，由式(3)可进一步推
得连结键刚度系数与材料常数的关系[14-15]： 
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式中，E为材料杨氏模量，ν 为材料泊松比。 
VMIB 模型与颗粒流模型(PFC)[23-24]具有本质上

的区别。PFC模型将每个颗粒当作一个计算单元来处
理，而 VMIB模型并不将每个质点当作一个单元来处
理。VMIB模型是通过 Cauchy-Born 规则[17-20]将每个

质点的在变形构形中的位置与变形梯度建立了联系。

在实际计算过程中，VMIB 模型并不考虑每一个质点
的运动情况。 

2  键密度演化方程 
文献[14, 16]分别从键的刚度和密度演化的角度

分析了拉伸裂纹的生成及扩展机理。与受拉破坏相比，

材料的受压破坏机制要复杂的多。脆性材料的受压破

坏主要表现为剪切破坏。如图 2所示，当材料受单轴
压时，沿着剪应力最大的方向，将出现剪切带，随着

压力的进一步增加，将出现剪切裂纹，剪切裂纹随着

压力的增加将进一步演化，最后直至材料宣告破坏。 

图 2 脆性材料受压破坏示意图 

Fig. 2 Compressive failure of brittle material 
在材料压缩破坏过程中，局部剪切破坏将导致局

部刚度的降低。这种由剪切破坏所导致的宏观上局部

刚度降低可以看作是由剪切变形导致的微观上连结键

密度减少的结果。从 VMIB模型的观点来看，法向键
的转角 jiji ηεξβ = 是方向ξ 上剪切变形大小的衡量
标准，在该方向上连结键的分布密度与法向键的转角

有关。如图 3所示，由于在垂直于ξ 方向上一些微裂
纹的形成，在这个方向上的法向键密度将要降低，键

密度的降低将导致该方向上的刚度降低。法向键的转

角越大，键的密度衰减程度就越大，方向ξ 上的键的
密度将由该方向上的法向键的转角控制。 

图 3 局部剪切破坏与键密度降低示意图 

Fig. 3 Local shear failure and bond density reduction 

然而，受压破坏包含剪切破坏的同时还包含有屈

服破坏。当某一方向ξ 上压缩变形超过某一值时，亦
即当 jiji ξεξ=λ 大于某一值时，局部材料将会受压屈

服。完全受压屈服材料的承载力将急剧下降。从 VMIB
模型的观点来看，宏观上材料抗力的急剧下降是微观

上连结键密度急剧衰减的结果，但是这个连结键密度

的衰减是法向键压缩变形引起的。 
根据以上的分析，为了定量地描述连结键密度随

着压缩变形而衰减的规律，本文提出了如下的连结键

密度演化方程： 
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式中  { }1 2 3max , ,β β β β= ，
i
nmnmi ηεξβ = ； cε  

为相应于单轴压缩应变强度； jiji ξεξ=λ ；ν 为材料
的泊松比； 1c ， 2c ， c1n ， c2n 为模型参数，它们是调
节全过程曲线特征的参数，材料不同，相应的参数也

不同，具体由试验确定。 
注意到式（5）中的法向键密度是由两部分乘积

组成。前一部分是与法向键的转角有关，这一部分主

要体现的是剪切破坏对材料刚度衰减的影响；后一部

分是与法向键的压缩量有关，这一部分主要体现材料

受压屈服效应。对于切向键的密度演化主要由相应的

法向键转角控制。由式（2）、（3）、（5）可得出完整的
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脆性材料单轴抗压失效本构模型。 

3  模型参数对全过程曲线特征的影响 
在连结键密度演化方程式（5）中，一共有 4 个

参数需要确定，即： 1c ， 2c ， c1n ， c2n 。这 4个参数
决定着材料全过程压缩曲线的特征，它们所起到的作

用不同，如图 4所示。 

图 4 模型参数对全过程压缩曲线的影响 

Fig. 4 Effect of model parameters on the complete curve of  

 uniaxial compression test 

从图 4（a）可看出， 1c 决定着材料的单轴抗压
强度。 1c 越大，相应的材料抗压强度越低。这是因为
根据式（5）， 1c 越大，键密度衰减的越快，相应地材
料破坏的就越快，所以强度就越低。 

2c 决定着材料的峰后力学特征。如图 4（b）所
示，在 2c 从 0.03变化到 0.10过程中，相应的应力峰
值几乎没有变化，相反，材料的峰后强度却是衰减的

越来越快。 2c 越大，曲线在峰后变得越陡。 

c1n 对全过程曲线的影响如图 4（c）所示。从图
中可看出， c1n 越大，曲线的外形就越“瘦”。这是因
为 c1n 越大，根据式（5），在变形达到临界值之前，键
密度衰减的越慢，而在超过临界值之后，键密度衰减

的越快。因此，全过程曲线随着 c1n 的增大，而变得愈
来愈“瘦”。 

c2n 对全过程曲线的影响如图 4（d）所示。从该
图中可看出， c2n 越大，峰后强度衰减的越快，而对峰
前的力学特征影响甚微。这是因为根据式（5）， c2n 越
大，当法向键应变值超过临界值之后，键密度衰减的

就越快，因此，峰后强度衰减的越快。 
在实际工程中，对于脆性较强材料，当应变达到

临界值之前，没有明显的刚度衰减的现象，而当应变

超过一临界值后，强度则突然下降，直至破坏，所对

应的全过程曲线在峰后的阶段就变得越陡。对于这种

材料，在用本模型进行模拟时， c1n 、 c2n 的取值都应
该大一些。而对于延性较强的材料，在应变达到一临

界值之前，具有明显的刚度衰减现象，而当应变超过

该临界值之后，峰后强度的衰减也不具有突然性，相

应的全过程曲线在峰后的阶段就变得越缓。对于这种

材料，应用本模型时， c1n 、 c2n 的取值都应该小一些。 
从以上分析，可看出不同的参数影响着全过程曲

线的不同方面的特征。在实际应用本模型时，可根据

具体的试验全过程曲线来确定模型参数。 

4  试验验证 

为了验证 VMIB模型对脆性材料的适用性，将本
模型用于模拟岩石的单轴试验。岩质为大理岩。试验

是在 RMT-150B试验机上进行的，试验数据来自文献
[25]。数值模拟参数如表 1 所示，模拟结果如图 5 所
示。从图 5 可看出，较其它两组试验，Mar-2 组试件
的破坏更具有突然性，如图 5（b）所示，所以 c2n 的
取值比其它两组试件的取值要大一些，如表 1所示。
从总体上来看，数值模拟的结果与试验的结果基本一

致，这说明本文所提出模型是有效的。 
表 1 岩石单轴试验模拟的参数 

Table 1 Parameters for uniaxial test of rock 

注：E为杨氏模量；v为泊松比；εc为应变强度。 

试样编

号 
E 

/GPa v εc 

/(×10-3) c1 c2 nc1 nc2 

Mar-1 30.0 0.16 3.7 0.3 0.067 8.0 10.0

Mar-2 30.0 0.16 3.7 0.3 0.09 6.0 18.0

Mar-3 28.0 0.16 3.7 0.3 0.14 6.0 12.0
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图 5 大理岩单轴试验
[25]
与数值模拟结果的对比 

Fig. 5 Comparison between the experimental[25] and the predicted  

results 

5  结    语 
本文将VMIB模型用于岩石类材料的单轴受压破

坏分析，认为岩石类材料宏观上受压破坏是微观上连

结键密度随着局部变形演化的结果。通过对连结键密

度演化过程的分析，唯象地提出了连结键密度演化方

程，并导出了材料的破坏本构方程。通过调节连结键

密度演化方程中的参数，使得 VMIB模型能够再现不
同岩石类材料的单轴压缩破坏的整个过程。最后通过

模拟岩石单轴抗压试验，得出本文所提出的模型是有

效的。 
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