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摘要：为了提高无网格法的应力精度，将应力与位移作为独立变量进行插值。将整个求解域分为边界域和内部域，

对于位于边界域上的节点通过有限体积法建立离散方程，域内节点则利用有限差分法对节点应力梯度进行离散，

逐点建立离散方程。在小变形假设的前提下，提出基于增量本构关系的弹塑性杂交无网格有限体积差分法，并用

来模拟隧道开挖过程，算例表明，增量形式的杂交无网格有限体积差分法具有较高的计算精度和一定的工程实践

价值。 
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HYBRID MESH-FREE FINITE VOLUME DIFFERENCE METHOD 
FOR ELASTOPLASTIC PROBLEMS  
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Abstract：To improve the precision of stresses with the mesh-free method，the stresses as well as displacements 
are interpolated independently. The whole domain is divided into boundary-domain and inside-domain. For the 
nodes on the boundary，the mesh-free finite volume method is used to establish the discrete equations. For the 
other nodes inside the domain，the mesh-free finite difference method is employed to discretize the gradients of 
stress node by node. Under the hypothesis of the small deformation，the hybrid mesh-free finite volume difference 
method for elasto-plastic analyses is proposed based on the incremental constitutive equations. The course of tunnel 
excavation is stimulated. Numerical examples show that the proposed incremental hybrid mesh-free finite 
volumetric difference method has high precision and efficiency，moreover it is of some practical value. 
Key words：numerial analysis；mesh-free finite volume method；mesh-free finite difference method；finite element 
method；elasto-plasticity；tunnel 
 

 
1 引  言 
 

无网格法一种不需要对求解域进行单元离散的

数值计算方法。与基于单元的数值计算方法，如有

限单元法相比，它有其内在的优势，例如前处理简

单灵活，只需要节点信息，计算结果连续光滑，不

必进行应力光顺化等后处理，最重要的是它的近似
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函数没有网格依赖性，减少了因网格畸变引起的困

难。目前，无网格法已经得到了很大的发展，大体

分成两类：一类是基于偏微分方程(PDEs)积分形式

的弱式法，如基于全局弱式法无网格伽辽金法

(EFGM)[1]，再生核粒子法(RKPM)[2]等，基于局部弱

式法的局部 Petrov-Galerkin 法(MLPG)[3]，以及以

Heaviside 函数作为检验函数的无网格有限体积法

(MFVM)[4，5]；另一类为直接从偏微分方程出发的强

式法，以无网格配点法[6]为代表。 
无论是 PDE 弱式法还是强式法，均有各自的优

缺点。弱式法的优点是：(1) 对偏微分方程的积分

过程可减少其积分域上的误差，从而改善了解精度，

提高了解稳定性；(2) 降低了对试函数的连续性要

求；(3) 利用分部积分所形成的边界积分项可自然

施加面力边界条件。然而，弱式法的数值积分形式

复杂，计算量成为其发展的最大障碍。对于强式法

而言，其突出的优点就是实现过程简洁而直接，在

仅含 Dirichlet 边界条件时计算效率和求解精度都较

高。然而，当问题的 PDEs 包括导数边界条件(例如

面力边界条件)时，强式法通常不够稳定且精度不

高；而微分算子属于粗糙算子，它将有可能放大误

差而导致 PDEs 的解不稳定；面力边界条件不能像

弱式法一样自然施加。如果将二者相结合，将实现

优势互补，提高计算效率和精度。因此，本文提出

了一种强弱结合的无网格法：杂交无网格有限体积

差分法(HMFVDM)，其中所谓“杂交”，是指应力

和位移都进行独立插值，应力与位移可以采用完全

不同的插值模式；所谓“无网格有限体积差分法”

(MFVDM)，就是无网格有限体积法与广义有限差 
分[7，8]形式的配点法相结合的弱–强型无网格法。 

本文在提出杂交无网格有限体积差分的基础

上，将其用来求解弹塑性问题。此外，还利用

HMFVDM 来模拟隧道开挖问题。通过算例表明，

该方法与有限元结果比较接近。 
 
2  应力梯度无网格有限差分离散法 
 

在一般的力学分析过程中都会出现位移或者应

力梯度的计算问题，在寻找解析解比较困难的情况

下，利用离散的方法求解未知函数的梯度则是一个

非常有效的途径。在对未知函数的高阶导数进行离

散的数值方法中，有限差分法最为简单高效。但传

统的有限差分法依然是一种网格型的数值方法，需

要利用网格对未知函数的导数进行近似。如果将有

限差分法从网格中脱离出来，利用任意布置的相邻

节点上的场函数值来近似表示未知函数的高阶导

数，则具有了无网格的特征，这种广义有限差分的

思想最早由 T. J. Liszka 等[7，8]提出的，又称之为无

网格有限差分法(mesh-free finite difference method，
MFDM)[9]。 

无网格有限差分法与其他无网格法一样，在无

网格有限差分法中，每个节点 I 都有其支撑域，在

支撑域内随机分布着多个节点，如图 1 所示。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 1  无网格有限差分方案 
Fig.1  Mesh-free finite difference scheme 

 
假设函数 2( )： →f x R R 在计算点 Ix 处连续可

微，为确定 ( )If x 的一阶导数的表达式，对计算点

Ix 影响域内的节点 (1 )J J M≤ ≤x ，其中 M 是影响 
域内的节点总数)上的未知函数 ( )Jf x 在 Ix 处进行

一阶泰勒展开，即 
2

,( ) [| | ]J I J I I
j j j J Io= + − + −f f x x f x x      (1) 

式中： I
jf， 为节点 I 的函数值及其梯度，

( )I I
j

j

f
x

∂
=

∂
xf， 。 

为求得梯度 I
jf， ，可使目标函数最小化： 

2

1

1( ) ( )
2

M
I I J I I J

JI j j j
J =

⎡ ⎤= + − −⎣ ⎦∑ ，E x w f x x f f    (2) 

式中： JIw 为节点 Ix 在 Jx 上的权函数，可取移动最

小二乘法(MLS)中采用的权函数。 
为使目标函数 ( )IE x 最小化，可将 ( )IE x 对 I

jf，
求极值，即 

( )I
j

I
ij k

∂
=

∂
0

，

E x
f

               (3) 

整理得 

1

M
I JI J I I

j j j
J

Ψ
=

= −∑f f f， Θ            (4) 
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其中， 

2

1

( )

JI
JI jJI

j M
JI

JI j
J

h

=

=

∑

w

w h
Ψ              (5) 

I
j

J
j

JI
j xxh −=                 (6) 

1

M
I JI
j j

J =

= ∑Θ Ψ                   (7) 

如果 ( )f x 为位移函数，根据式(4)，则位移梯

度可以离散为 

1

M
I JI J
i j j i

J =

= ∑u Q u，                 (8) 

其中， 

( )
( )

JI
jJI

j I
j

J I
J I

⎧ ≠⎪= ⎨− =⎪⎩
Q

Ψ
Θ

             (9) 

式(4)具有一般性，不仅适用于计算位移梯度，

同样适用于求解应力梯度，则节点 Ix 处的应力梯度

可以用相邻节点 Jx 处的应力近似表示为 

1

M
I JI J
ij k k ij

J =

= ∑Q，σ σ               (10) 

由式(10)可以看出，任意节点上的应力梯度都

可以用相邻节点上的应力值来近似表示，从而避免

了形函数偏导数的出现。同时，由下式可以看出，

系数矩阵 JI
kQ 为常数矩阵，带状稀疏，形式简单，

与形函数偏导数相比计算量小，有利于无网格法计

算效率的提高。 
若 Ix 为域内节点， I

ijσ 应该满足平衡方程，即

为 
I I
ij j i+ = 0， bσ                (11) 

利用式(10)可得节点 Ix 处的离散形式的平衡方

程 

1

M
JI J I
j ij i

J =

+ =∑ 0Q bσ              (12) 

与传统的无网格配点法相比较，式(12)不仅不

再出现应力梯度，代之以节点影响域内场点的应力

值，降低了应力的光滑性要求，而且没有出现形函

数，这样使得计算效率得到提高。 
 
3  杂交无网格有限体积差分法 
 

杂交无网格有限体积差分法是一种弱–强结合

的无网格法。它将整个求解域划分成 2 个部分：第

一部分为“无网格有限体积边界”，包括整个求解域

边界，其上的所有点都将采用无网格有限体积法建

立控制方程；另一部分为“无网格有限差分域”，是

指不包括整体边界的内部域，如图 2 所示，该域内

的节点将通过基于无网格有限差分形式的配点法来

满足平衡条件。这样处理的目的是充分利用强式法

的高效性与弱式法的稳定性。由于强式法(或称无网

格配点法)在仅含 Dirichlet 边界条件时计算效率高，

但受面力边界条件影响较大，表现出了极大的不稳

定性[10，11]。而无网格局部弱式法则表现出良好的稳

定性和精确性，面力边界条件可以自然而方便地融

入同一弱式方程式中，不需要另外显式的施加面力

边界条件。因此，将局部弱式法与强式法相结合，

利用局部弱式法施加面力边界条件，利用强式法实

现平衡微分方程及位移边界条件，这样局部弱式的

稳定性与强式的高效性等优点都得到了体现。 
对位于包括面力为 0 的应力边界上的节点，可

建立偏微分方程的守恒形式： 

s st s
d d d

I I Ii i iL
t t b

Γ Ω
Γ Γ Ω= − −∫ ∫ ∫         (13) 

式中： i ij jt nσ= ； ib 为体积力； it 为已知面力； s
IΩ

为节点 I 的局部积分子域，其边界 s
IΩ∂ 位于求解域

内的部分为 s
IL ，与整体边界相交的部分为 s

IΓ ，即

s s
I IΓ Ω Γ= ∂ ∩ ， s s s

I I IL Ω Γ= ∂ − ，以 st
IΓ 代表 s

IΓ 在应

力边界上的部分，如图 2 所示。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 2  无网格有限体积差分法 
Fig.2  Mesh-free finite volumetric difference method 

 
传统的无网格法一般以位移作为变量对控制方

程式(13)进行离散，在积分过程中必将出现形函数

导数的计算，如果采用 MLS 插值模式，则其形函数

的导数计算量是非常大的。为了减少计算量，本文

采用一种“杂交”方法，就是应力与位移采用不同

的插值模式，首先考虑直接以应力作为变量进行独

边界点 

内点 

Ωs

Γt

Ωs

Ωs 

Γ

边界点子域Ωs 
边界点

Ωx点 x 的影响域 

 s s sLΩ Γ∂ = ∪

 s sΓ Ω Γ= ∂ ∩
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立插值，则 it 可以离散为 

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
M

J
i j ij j J ij

J

t φ
=

= =∑x n x x n x xσ σ     (14) 

式中： jn 为局部子域边界外法向量； Jφ 为应力形函

数，可以采用移动最小二乘法(MLS)或者径向基函

数法(RBF)、点插值法(PIM)等多种插值方法。由于

这里对应力没有连续性要求，因此可以采用形式更

简单、计算更方便的 Shepard 插值法作为应力的插

值模式。 
式(14)代入式(13)得 

1

M
JI J I
j ij i

J =

=∑G fσ              (15) 

其中， 

s
d

I
JI
j j JL

φ Γ= ∫G n              (16) 

st s
d d

I I
I

i i iΓ Ω
Γ Ω= − −∫ ∫f t b           (17) 

如果节点 I 为内点(即不包括边界的求解域内节

点)，则需要强式地满足离散方程式(12)，否则，即

对于边界节点，则需满足式(15)；联立式(12)，(15)
得 

I I=Θ σ f                (18) 

其中， 

MFVM
s

MFDM
s

  ( ( ) )
  ( ( ) )

I I
I

I I

Ω
Ω

Γ φ
Γ φ

⎧ ≠
= ⎨

=⎩

∩
∩

G x
Θ

Q x
       (19) 

MFVM
s

MFDM
s

  ( ( ) )
  ( ( ) )

I I
I

I I

Ω
Ω

Γ φ
Γ φ

⎧ ≠
= ⎨

=⎩

∩
∩

f x
f

f x
       (20) 

1 1 1 T{ }M M M
x y xy x y xyσ σ τ σ σ τ= ， ， ， ， ，σ      (21) 

而 

s

MFVM ( ) ( )d
II L

Γ= ∫G N x φ x             (22) 

( ) 0 ( )
( )

0 ( ) ( )
x y

y x

n n
n n

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

x x
N x

x x
      (23) 

1

1

1

( ) 0 0 ( ) 0 0
( ) 0 ( ) 0 0 ( ) 0

0 0 ( ) 0 0 ( )

M

M

M

x
φ φ

φ φ
φ φ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

x x
φ x x

x x
 

(24) 

1 1
MFDM

1 1

0 0
0 0

I I MI MI
x y x y

I I I MI MI
y x y x

Q Q Q Q
Q Q Q Q

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

Q     (25) 

st s

MFVM d d
I II Γ Ω

Γ Ω= − −∫ ∫f t b                (26) 

MFDM
I = −f b                             (27) 

由上式可以看出，对应力进行独立插值后，离

散系统方程中组不再出现形函数的偏导数，而且实

现形式也较常规方法简单。 
同时，还应该看到离散方程式(式(18))以节点应

力作为未知量，其未知量数明显少于方程个数，是

一个不定方程组，那么不能通过式(23)直接求得节

点应力。既然不能直接得到节点应力，则可以考虑

利用应力与节点位移之间的本构关系，将离散系统

方程式(式(21))转化为以节点位移作为未知变量的

方程组，这样不定方程组变成了静定方程组，原方

程组可解。首先以弹性问题为例，节点应力 Jσ 与应

变 Jε 存在如下物理关系： 

J J= Dσ ε                 (28) 

式中：D 为弹性矩阵，而节点应变 Jε 可以通过位移

离散表示为 

ˆJ J= B uε                 (29) 

式中： JB 为节点 J 处的应变矩阵，且有 

1

1

1 1

( ) 0 ( ) 0
0 ( ) 0 ( )
( ) ( ) ( ) ( )

x J NN x J

J y J NN y J

y J x J NN y J NN x J

Φ Φ
Φ Φ

Φ Φ Φ Φ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

x x
B x x

x x x x

， ，

， ，

， ， ， ，

 

(30) 

式中： ( )JΦ x 为节点 Jx 处的位移形函数，与应力形

函数可以相同，也可以不同，这里由于涉及到位移

形函数导数的计算，因此本文采用 1 阶 MLS 插值方

式，NN 为节点 J 的影响域内的节点总数。û 为位移

向量 
1 1 Tˆ ˆ ˆ ˆ ˆ{ }NN NN
x y x yu u u u= ， ， ， ，u       (31) 

将式(29)代入式(28)，则得到节点应力与节点位

移的离散关系式： 
ˆJ J=T uσ                 (32) 

其中， 

J J=T DB                 (33) 



• 2624 •                                       岩石力学与工程学报                                      2009年 

将式(32)代入式(18)中，得到离散形式方程组： 

ˆI I=K u f                 (34) 

其中， 

I I=K Θ T                 (35) 

1{ }J M= ， ， ， ，T T T T         (36) 

由式(34)可以看出，节点刚度矩阵 IK 由局部矩

阵 IΘ 和整体矩阵 T 两部分组成，而局部矩阵 IΘ 仅

与节点方位、选取的权函数有关，当给定节点及其

权函数时则为常数矩阵；整体矩阵 T 则与本构矩阵

D 有关，对于弹性问题，D 为常数矩阵，则 T 也为

常数矩阵。 
 
4  弹塑性增量无网格有限体积差分法 
 

弹塑性问题的分析与加载及变形过程，因此在

计算中通常将载荷分成若干增量，在每一增量步

中采用 Newton-Raphson 法进行迭代，直到收敛为 
止[12～14]。节点 I 在每一迭代步需满足如下增量形式

的平衡方程： 

( ) 1 1( )k i k k i
I I I

+ +∆ = −Θ f Θσ σ           (37) 

式中：上标 i = 0，1，2， 为迭代步； ( )k i∆σ 为第

1k + 个载荷步第 i 个迭代步的应力增量。 
对于小变形问题，对求解域内任意一个场节点

J 的应力增量 ( )k i
J∆σ 与位移增量 ( )k i∆u 存在着离散

关系： 
( )

( ) ( ) ( )
ep( )0

d
k i
Jk i k i k i

J ep J J

∆
∆ = ∆∫ ≈D D B u

ε
σ ε       (38) 

式中： ( )
ep( )
k i

JD 为场节点 J 在第 1k + 个载荷步第 i 个迭

代步的弹塑性矩阵，则所有节点的应力增量向量
( )k i∆σ 可以表示为 
( ) ( ) ( ) ( ) T ( ) ( )

1 ep{ }k i k i k i k i k i k i
J M∆ = ∆ ∆ ∆ = ∆， ， ， ， T uσ σ σ σ  

(39) 
其中， 

( ) ( ) ( ) ( ) T
ep ep(1) 1 ep( ) ep( ){ }k i k i k i k i

J J M M= ， ， ， ，T D B D B D B  (40) 

将式(37)代入式(35)得 

1( ) ( ) 1( )
( )

k i k i k i
T I I
+ +∆ =K u R           (41) 

式中： 1( )
( )

k i
T I
+K 为节点 I 在第 1k + 个载荷步第 i 个迭代

步的切线刚度矩阵： 

1( ) ( )
( ) ep

k i k i
T I I
+ =K Θ T            (42) 

1( )k i
I
+R 则为节点 I 在第 1k + 个载荷步第 i 个迭

代步的残余力： 

1( ) 1 1( )k i k k i
I I I
+ + += −R f Θ σ        (43) 

由式(44)可以看出，节点 I 切线刚度矩阵由其

影响域内各节点在当前应力状态下的本构矩阵 epD
决定，与高斯积分点应力大小无关，避免了大量的

高斯积分点参与载荷迭代，减少了计算量。 
 
5  杂交无网格有限体积差分法求解隧 

道开挖问题 
 

隧道开挖是岩土工程中一个比较普遍的问题[15]，

MFDM 采用以下步骤来模拟这一过程： 
(1) 计算域Ω 内的初始应力场 0σ ，其中 0σ 由岩

体自重和构造应力共同产生。 
(2) 计算开挖载荷 exF ，所谓开挖载荷就是 0σ 在

开挖边界上的等效节点力的反力。 
(3) 计算开挖载荷作用下的扰动位移场∆u、扰

动应力场 ∆σ 。其中，开挖载荷 exF 的作用域为

exΩ Ω− ， exΩ 为挖掉的区域。 
(4) 计算开挖后的应力场σ 。 
杂交无网格有限体积法计算开挖载荷时可采用

“开挖边界应力转换法”。在计算初始应力场 0σ 时，

所有域内节点都通过无网格有限差分法建立控制方

程，整体边界上的节点则采用无网格有限体积法建

立控制方程；开挖以后形成了一个开挖边界，将被

开挖掉的那部分区域的全体记为 EΩ ，对于开挖边界

上的节点 Ix ，位于 EΩ 内的积分子域为 sE
IΩ ，其边界

sE
IΩ∂ 位于 EΩ 内的部分为 sE

IL ，如图 3 所示。作用在

该点上的外载除了面力载荷 p(开挖载荷)外，还有体

积力 b(自重或渗流力等)，由它们共同产生内力 0σ ，

因此，可建立无网格有限体积形式的平衡方程， 
 
 

 
 
 
 

图 3  开挖边界应力转换法模型 
Fig.3  Model of the stress transition method on the 

excavation boundary  

exΩ∂
sE
IL

sE
IΩ

exΩ

I
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st st sE
0d d d

I I IΓ Γ Ω
Γ Γ Ω= − −∫ ∫ ∫N p bσ        (44) 

则开挖载荷为 

st st sE
ex 0d d d

I I I
I

Γ Γ Ω
Γ Γ Ω= = − −∫ ∫ ∫f p N bσ     (45) 

式中：N 为位于 s
IL 上的高斯点的外法线向量； 0σ 为

高斯积分点的初始应力场，它可以由 MLS 或者

Shepard 拟合得到。同时，开挖载荷又作用在剩余区

域 RΩ 的开挖边界上，因此对位于该边界上的节点

Ix 可建立无网格有限体积平衡方程 

sR
exd

I
I

L
Γ =∫ N fσ              (46) 

式中： sR
IL 为 Ix 的积分子域边界 sR

IΩ∂ ，且位于开挖

剩余区域 RΩ 内的部分。 
 
6  算  例 
 
6.1 厚壁圆筒问题 

有一由理想弹塑性材料制成的厚壁圆筒，内径

a = 1 m，外径 b = 5 m，承受内压 p = 1.5×108 Pa，
由于轴对称，则取 1/4 作为研究对象，属平面应变

问题，如图 4 所示，弹性模量 E = 2.1×1011 Pa，泊

松比 0.3v = ，单轴屈服强度 sσ = 1.7×108 Pa，采用

Mises 屈服条件。 
 

 

图 4  厚壁圆筒计算模型 
Fig.4  Calculating model of thick cylinder 

 
为与有限元结果进行比较，在 1/4 圆筒上布下

289 个节点，并划分了 256 个四边形单元，如图 5
所示。弹塑性解析解采用徐秉业和刘信声[16]的研究

中的计算公式。 
本文分别对弹性结果和弹塑性结果进行了比

较。图 6，7 分别表示 0y = 处各节点的径向位移及

径向应力的弹性计算结果，弹塑性计算结果则如 

 

图 5  节点布置与单元划分 
Fig.5  Nodal configuration and element partition 

 

 
  x/m 

图 6  径向位移弹性计算结果 
Fig.6  Radial displacement of elastic calculation 

  
    x/m 

图 7  径向应力计算结果 
Fig.7  Radial stress of elastic calculation 

 
图 8，9 所示，杂交 MFVDM 与 ABAQUS 得到的 
有限元 (FE)计算结果和解析解都非常相近，而

MFVDM 得到的节点应力值较 FE 更接近解析解，

这是因为 MFVDM 不必像 FE 一样对节点应力进行

光顺化。 
运用杂交 MFVDM 及 FEM 分别计算得到塑性

区的等值线图如图 10 所示，由图可以看出，二者的

计算结果非常接近。本算例表明，杂交 MFVDM 在

求解弹性与弹塑性问题方面都有着较高的精度。 
6.2 隧道开挖问题 

弹性解析解 
无网格有限体积差分解 
FEM 解 
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/(1
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7  P
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• 2626 •                                       岩石力学与工程学报                                      2009年 

  
    x/m 

图 8  径向位移弹塑性计算结果 
Fig.8  Radial displacement of elastoplastic calculation 

 

  
    x/m 

图 9  径向应力弹塑性计算结果 
Fig.9  Radial stress of elastoplastic calculation 

 
 

 
(a)  MFVDM 结果 

 
(b)  FE 结果 

图 10  等效塑性应变等值线图(单位：m) 
Fig.10  Contour of effective plastic strain(unit：m) 

锦屏一个地下隧道，如图 11 所示，阴影部分为

要挖掉的区域，其尺寸如图 12 所示。取弹性模量 E = 
17 GPa，泊松比 0.25v = ，围岩容重 γ = 27 kN/m3，

顶部边界承受来自上部岩体的压力 P = 30 MPa，左

右两侧边界受到均布的构造应力 xσ = 29.7 MPa。假

设岩体为理想弹塑性材料，符合 Mohr-Coulomb 准

则和关联流动法则，黏聚力 c = 15 MPa，应变硬化

参数 0H ′ = ，内摩擦角ϕ = 54°。 
 

 
图 11  隧道计算模型 

Fig.11  Calculating model of tunnel 
 

 

图 12  隧道尺寸 
Fig.12  Dimension of tunnel 

 
为与有限单元法比较，该模型总共布下 582 个

节点，561 个单元，开挖后剩余 461 个节点，421
个单元，如图 13 所示。 

图 14 为开挖后隧道左侧的竖向位移的 MFVDM
与 FEM 的比较结果，应力的比较结果如图 15 所示，

图 16，17 分别表示隧道底部的竖向位移与应力的比

较曲线，结果表明，MFVDM 的计算结果与 FEM 的

比较接近。图 18 为 MFVDM 与 FEM 的 yσ 等值线

图，可以看出 MFVDM 的计算结果与 FEM 的结果

吻合得比较好。本算例表明，MFVDM 在模拟隧道

开挖问题上具有可行性。 
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图 13  隧道节点布置与单元划分 
Fig.13  Nodal configuration and element partition   

  
       y/m 

图 14  隧道左侧竖向位移 
Fig.14  Vertical displacement along left-side of tunnel 

 

  
       y/m 

图 15  洞室左侧竖向应力σy 
Fig.15  Vertical stress σy along left-side of cavity 

 

  
       x/m 

图 16  隧道底部竖向位移 
Fig.16  Vertical displacement along bottom-side of tunnel 

 

  
      x/m 

图 17  隧道底部竖向位移 
Fig.17  Vertical stress along bottom-side of tunnel 

 

      
(a)  MFVDM 结果             

  

(b)  FE 结果 

图 18  隧道σy等值线(单位：Pa) 
Fig.18  Contour of σy of tunnel(unit：Pa) 

 
7  结  论 
 

本文提出了平衡方程局部强弱形式相结合的混

合无网格有限体积差分法，有以下几个特点： 
(1) 应力精度较高，这是因为对应力采用独立

插值的结果； 
(2) 以应力作为独立的未知量进行插值，与传

统的以位移作为唯一独立变量的无网格法相比，可

使试函数由原来的一阶连续性要求降低为 0 阶连

续，因此，对应力采用 Shepard 插值即可满足精度

要求； 
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(3) 由于节点位移与应力之间仍然存在着一阶

导数关系，因此对位移要采用 MLS 插值； 

(4) 杂交无网格有限体积差分法在求解弹塑性

问题时，仅需关注节点应力状态的变化，与积分点

无关，有效地提高了计算效率，算例表明，该方法

有着较高的计算精度。 
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