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Hoek-Brown 准则的主应力回映算法及其二次开发 
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摘  要：在弹塑性模型数值实现的过程中，需要进行应力更新的回映算法。针对三维应力空间回映算法在奇异点收敛性方面

的不足，提出主应力空间的回映算法，讨论了算法实现过程的应力空间转化问题，分析了应力更新过程中确定回映区域的方

法，建立了相应的一致性刚度矩阵。基于大型有限元软件 ABAQUS 提供的用户材料子程序 UMAT 接口，利用 Fortran 编程

语言，实现了 Hoek-Brown 准则主应力空间的隐式积分算法，利用开发的模型，进行了岩石常规三轴压缩试验的数值模拟，

通过与 ABAQUS 内部的 Mohr-Coulomb 准则计算结果的对比，验证了模型和程序的可行性和准确性。 
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Stress return mapping algorithm of Hoek-Brown criterion in  
principal stress space and its redevelopment 
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Abstract: In the course of implementing elastoplastic model in the FEM, it is necessary to carry out the process of stress return 
mapping algorithm. It may be not converging at singular points in three-dimensional space. The transforming method in principal 
stress space is put forward to overcoming this shortcoming. Also, the process of determining the region of return mapping is analyzed. 
At last, the consistent stiffness matrix is deduced. Based on the implicit algorithm in principal stress space, the UMAT subroutine of 
the Hoek-Brown model is developed in ABAQUS with the Fortran programming language. Through the example of triaxial 
compression test, it is easy to verify the feasibility and accuracy of this method by comparing the result with Mohr-Coulomb criterion 
in ABAQUS. 
Key words: Hoek-Brown criterion; ABAQUS; UMAT; return mapping algorithm in principal stress space 
 

1  引  言 

岩土工程稳定性分析一般采用 Mohr-Coulomb
准则（简称 M-C 准则）或者 Drucker-Prager 准则（简

称 D-P 准则）等屈服准则作为衡量岩土体破坏的标

准，这些准则的强度包线都是线性的，很多已有的

稳定性分析成果和经验都是建立于这些准则之上 
的

[1－3]
。事实上，岩土材料的强度包线并非呈线性，

对于岩体工程而言，采用非线性的强度包线更符合

实际。 
Hoek-Brown 准则（简称 H-B 准则）是 Hoek 等

人于 1980 年提出的非线性强度准则
[4]
，由于该准则

综合考虑了岩块和结构面的强度以及岩体结构等多

种因素的影响，能够反映岩体的非线性破坏特征，

较好地解决了 M-C 强度准则在低应力区不太适用和

受拉破坏处理上的困难，并已建立了一套比较完善的

参数确定方法，因而 H-B 准则更适宜于描述岩体的

破坏特征，并在岩体工程中得到了广泛的应用
[5－7]

。 
在有限元数值模拟中，H-B 模型尚未得到广泛

的应用，这是由于 H-B 模型存在棱线和尖点处的奇

异点，在这些奇异点处导数不连续，再加上 H-B 准

则的非线性特征，导致数值实现存在一定的难度。

为解决收敛性问题，Wan[8]
利用圆滑函数对 H-B 准

则的奇异点进行圆滑处理，并提出了数值实现的方
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法。Crisfield[9]
利用 D-P 准则对奇异点进行估量运

算，解决导数不连续问题。然而这些方法的计算结

果同经典的 H-B 模型的结果又有一定的误差，本文

论述 H-B 模型主应力空间的隐式积分算法，并以大

型有限元软件 ABAQUS 为平台，采用 Fortran 语言

编制了 UMAT 用户材料子程序，通过常规三轴压缩

试验的数值模拟验证了程序的精确性和有效性。 

2  H-B 破坏准则 
H-B 准则是 Hoek 等通过对大量岩石三轴试验

资料和岩体现场试验成果的统计分析，并综合考虑

了岩体结构、岩块强度、应力状态等多方面的影响，

而得出的岩体破坏经验公式： 

3
1 3 ci b

ci

a

f s m
σ

σ σ σ
σ

⎛ ⎞
= − − ⎜ ⎟

⎝ ⎠
-        （1） 

式中： 1σ 、 3σ 分别为破坏时的 大和 小有效主应

力，采用岩土工程中的符号惯例，以压应力为正； ciσ
为岩石的单轴抗压强度； bm 、 a、 s均为经验性参

数， a反映材料的非线性程度，当 a =1 时，H-B 准

则转化为线性强度准则； bm 为破裂的岩性参数，与

颗粒的咬合程度有关，随着破损程度的增加而减小；

a、s为与岩体特征有关的参数，s与岩样中存在的

断裂程度有关，是岩石黏聚力的代表，对于完全无

破损的岩块，它的值是 1，对于高度破损的岩石，

它的值趋近于 0，其数值由下式确定： 

b i

15 20 3

= e

=e
1 1= + (e e ) 
2 6

GSI D

GSI D

GSI

m m

s

a − −

⎫
⎪
⎪
⎬
⎪
⎪−
⎭

（ -100）（28-14 ）

（ -100）（9-3 ）       （2） 

式中：GSI 为 Hoek 等提出的地质强度指标
[10]

（geological strength index），其值取决于岩体结构、

岩块嵌入状态和岩体中不连续面质量等因素，也可

由岩体的 RMR 分值确定。 

取塑性势函数与屈服函数的表达式一致，即 
g

3
1 3 ci g g

ci

a

g s m
σ

σ σ σ
σ

⎛ ⎞
= − − ⎜ ⎟

⎝ ⎠
-        （3） 

当式中的参数与屈服函数中对应的参数相等

时，即 a = ga ，m = gm ， s= gs ，则为相关联流动；

反之则为非相关联流动。 

3  主应力空间的隐式积分算法 
在数值实现的过程中，应力更新是核心的环节

之一，应力更新算法的选取同计算误差的大小以及

平衡迭代收敛的速度有直接的联系，目前主要的算

法有两种：显式算法和隐式算法。显式算法的稳定

性是有条件的，必须在计算时恰当地控制积分步长，

否则将导致比较大的计算误差。相对而言，隐式算

法是无条件稳定的，本文采用目前常用的隐式向后

欧拉积分算法，实现计算过程中的应力更新。贾善

坡等
[11]

详细论述了算法的方法和步骤，如图 1 所示。

其基本原理是：首先是弹性预测阶段，假设增量步

的应变增量全部为弹性应变，计算出应力更新后的

数值；其次是塑性修正阶段，检查弹性预测阶段的

应力更新数值是否满足屈服条件，若不满足屈服条

件，则无需进行修正，反之则对应力进行修正，使

应力返回到屈服面。 
 

 

图 1  回映算法的原理 
Fig.1  The principle of return mapping algorithm 
 
在应力更新过程中需要求屈服函数的一阶导以

及塑性势函数的一阶导和二阶导，H-B 屈服准则是

以主应力的形式描述的，因而相对于三维应力空间，

在主应力空间实现这些求导过程更为简便
[12]

。对于

各向同性问题，应力更新和刚度矩阵的计算可以不

考虑所采用的坐标系统，这是因为在回映过程中，

剪应力始终为 0，主应力的方向不会改变，在主应

力空间求出更新值之后，根据之前的方向矩阵将应

力、应变和一致性刚度矩阵再转化到三维应力空间。

下面详细论述主应力空间H-B准则隐式积分算法的

实现方法。 
2.1  试探应力的求解及应力空间的转化 

假定增量步开始时应力为 nσ ，当前增量步的应

变增量为 nΔε ，设弹性应变增量等于总应变增量，

即塑性应变增量为 0，计算弹性试探应力 trσ ，即 

tr
nΔn= + Dσ σ ε             （4） 

构造方向矩阵 H，将试探应力通过方向矩阵 H
转化到主应力空间，如下式： 

tr tr
 1 3 1 3

0     x y z xy xz yzσ σ σ τ τ τ
× ×

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦
H Hσ σ    （5） 

f >0 

f <0 

f =0

σ 

σ n

Δσ e 

-Δσ 
p

Δσ 　 σ n+1 

σ
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将求出的
tr
1σ 和

tr
3σ 代入式（1），若 0f ≤ ，则

无需进行塑性修正，弹性试探应力即为更新的应力

值，若 0f > ，则需要下一步的塑性修正，在塑性

修正的过程中，需要利用弹性刚度矩阵，由于是在

主应力空间进行回映计算，所以只需要利用刚度矩

阵中对应主应力的分量，即下式的 D ： 

3 3       3 3

3 3 3 3

  0

0    
× ×

× ×

⎡ ⎤
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎣ ⎦

D
D

G
             （6） 

2.2  确定回映区域 
在研究中，我们考虑的是各向同性问题，因而

只需要研究屈服面的六分之一，研究区域的应力点

满足 1 2 3σ σ σ≥ ≥ ，如图 2 所示的区域。 
 

 

图 2  垂直于静水轴的横截面在π 平面投影 
Fig.2  Projection of the cross-section which is 
perpendicular to hydrostatic axis on plane of π 

 
如图 3 所示，应力回映区域的有 4 种形式：    

①回映到面；②回映到压应力棱线 1l ，即 1 2σ σ= ≥  

3σ ；③回映到拉应力棱线 2l ，即 1 2 3σ σ σ=≥ ；    
④回应带尖点处，即 1 2 3σ σ σ= = 。 

根据弹性试探应力，从而确定回映区域分为以

下几个步骤： 
（1）判断是否需要回映到尖点处，如果不满足

回映到尖点的条件，则转到第 2 步； 
（2）直接回映到屈服面上； 
（3）分析第 2 步求出的应力更新值； 
①若 1 2 3σ σ σ> > ，说明采用的回映到面的算法

是正确的，直接进行一致性刚度矩阵的求解； 
②若 2 1σ σ≥ ，说明采用的回映到面上的算法是

不正确的，需要回映到压应力棱线 1l ，即在回映迭

代的过程中始终保持 1 2σ σ= ； 
③若 3 2σ σ≥ ，说明采用的回映到面上的算法

是不正确的，需要回映到拉应力棱线 2l ，即在回映

迭代的过程中始终保持 2 3σ σ= 。 

 

图 3  回映区域的划分 
Fig.3  Division of the return mapping region 

 
2.3  应力更新 

在应力更新过程中，需要用到屈服函数的一阶

导数 σf 以及塑性势函数的一阶导数 r 和二阶导数

c ，这在主应力空间很容易求解： 

{ }T  0 1f kσ
∂

= = −
∂

f
σ

          （7） 

{ }T

g  0 1g k∂
= = −
∂

r
σ

          （8） 

g

12
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  0   0

d
 0     0   0
 0     0   0
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σ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
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⎢ ⎥
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⎣ ⎦
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           （9） 

其中： 
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22
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⎪
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⎛ ⎞ ⎪= − −⎜ ⎟ ⎪⎝ ⎠ ⎭

  （10） 

如图 4 所示，取屈服面上一点 1n+σ 作为应力回

映的初始值，回映的目标就是在屈服面上不断移动
1n+σ ，使其满足应力迭代收敛的条件。按照正交化

法则， 1n+σ 处应力塑性修正方向的理论值为 

( )( )

( ) g

g

g

1

1 1 2
1

k
E k

k

ν ν

ν ν
ν ν

ν ν

⎧ ⎫− −
⎪ ⎪

= = −⎨ ⎬
+ − ⎪ ⎪− +⎩ ⎭

u Dr    （11） 

则 1n+σ 处应力塑性修正方向在 1 3σ σ− 应力空

间的斜率的理论值为 

( )
g3

1
g1

1
1

ku
j

ku
ν ν

ν ν
− +

= =
− −

         （12） 

在一个迭代步中，连接 1n+σ 和 nσ 的斜率，即塑

压
应
力
棱
线

σ1 

σ3 

θ 
θ =0 

σ1 >σ2 >σ3 

-30° σ2 拉应力棱线 

压应力棱线

拉应力棱线

σ1

σ1 >σ2 >σ3

σ3 

σ1 >σ2 >σ3

σ1 

σ1 >σ2 >σ3 

σ1 =σ2 

σ1 =σ2 

压应力区 

拉应力区

2213



                                            岩    土    力    学                                   2011 年 

性修正方向在 1 3σ σ− 应力空间斜率的计算值为 

1
3 3

2 1
1 1

n n

n nj
σ σ
σ σ

+

+

−
=

−
              （13） 

 

图 4  应力更新示意图 
Fig.4  Sketch of stress update 

 
令 2 1Q j j= − ，则迭代收敛的条件为： 0Q = ，

而初始的 1
1
nσ + 一般是不满足此收敛条件的，采用

Newton-Rapthon 方法进行迭代计算，对Q在
1

1 ,
n

iσ +
处

进行 Taylor 展开： 

( ) ( )1
1,1 1

1, 11
1,

d
0

d

n
in n

i n
i

Q
Q Q

σ
σ σ

σ

+
+ +

+= + Δ =     （14） 

由上式可得 

( )
( )

1
1,1 1

1, 1 1, 1
1,

n
in n

i i n
i

Q

Q

σ
σ σ

σ

+
+ +
+ +
= −

′
         （15） 

当满足下式的迭代收敛条件时，退出迭代步： 
1 1

1, 1 1,
n n

i i TOLσ σ+ +
+ − <           （16） 

式中：TOL 为迭代收敛误差，本程序实现过程中取

TOL 为 51 10−× 。 
将满足迭代条件的

1
1 ,
n

iσ +
代入 0f = ，求解第三

主应力： 
1

1 ,1 1
3 , 1 , ci b

ci

an
in n

i i s m
σ

σ σ σ
σ

+
+ +

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
    （17） 

中间主应力通过下式进行求解： 
1n n ζ+ − = uσ σ            （18） 

式中：
1

1 1

1

n n

u
σ σ

ζ
+ −

= ，则有： 

1
2 , 2 2 ,
n n

i iuσ ζ σ+ = +           （19） 

2.4  求解一致性刚度矩阵 
一致性刚度矩阵不影响应力更新的 终结果，

但与整体平衡迭代的收敛速率有直接的联系，在三

维应力空间中，一致性刚度矩阵需要奇异于塑性应

变的修正方向，其求解式为 

( )
( )

Tc c
con c

T c ( )
σ

σ

= −
D r f D

D D
f D r

         （20） 

式中： cD 为修正的弹性刚度矩阵，且有： 
c =D TD                （21） 

其中修正矩阵为 
12

2

gλ
σ

−
⎛ ⎞∂

= + Δ⎜ ⎟∂⎝ ⎠
T I D         （22） 

上面的一致性刚度矩阵的求解公式只实用于面

回映的情况，不适合于线回映和尖点回映。如式（22）
所示，求解修正矩阵 T 的过程中，需要求解塑性势

函数的二阶导，在三维应力空间中，这个求解的过

程相当复杂，而在主应力空间中，求解要相对简单

的多，如式（9）所示。 
2.4.1 面回映的一致性刚度矩阵 

首先计算修正矩阵 T 中对应正应力的分量： 

1 3,1 3− −=T T            （23） 

对应的塑性乘子为 
p

λ
Δ

Δ =
Dr

σ
             （24） 

从而得到： 
12

23 3

gλ
σ

−

×
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= + Δ⎜ ⎟
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T I D        （25） 

然后求解修正矩阵 T 对应剪应力分量的部分

4 6,4 6G − −=T T ，其求解过程更为简便： 
1p p

1 2
1 1

1 2
p p
1 2
1 13 3

1 2
p p
1 2
1 1

1 2

0 0

0 0

0 0

n n

G n n

n n

σ σ
σ σ

σ σ
σ σ

σ σ
σ σ

−

+ +

+ +×

+ +

⎛ ⎞⎡ ⎤Δ − Δ
⎜ ⎟⎢ ⎥−⎜ ⎟⎢ ⎥
⎜ ⎟⎢ ⎥Δ − Δ⎜ ⎟⎢ ⎥= +
⎜ ⎟−⎢ ⎥
⎜ ⎟⎢ ⎥Δ − Δ⎜ ⎟⎢ ⎥
⎜ ⎟⎢ ⎥−⎣ ⎦⎝ ⎠

T I   

                                       （26） 
至此，可以得到修正矩阵： 

G

     0
=

0    

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

T
T

T
           （27） 

将 T 代入式（21）求出弹性刚度矩阵的修正值，

相应面回映的一致性刚度矩阵可以求得 

c T c
con c

T c

r σ

σ

= −
D f D

D D
f D r

         （28） 

f =0 σ3 

σ1

j2 

1
1

ufσ  
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j1 

1n
iσ
+  

nσ  
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式中：
TT  0 0 0σ σ⎡ ⎤= ⎣ ⎦f f ，

TT  0 0 0⎡ ⎤= ⎣ ⎦r r  

2.4.2 线回映的一致性刚度矩阵 
相对于面回映而言，线回映的修正矩阵需要进

行一些修改，其对应正应力的分量为 
122

n
n2 2l

ggλ λ
σ σ

−
⎛ ⎞∂∂

= + Δ + Δ⎜ ⎟
∂ ∂⎝ ⎠

T I D D    （29） 

式中：
2

n
2

g

σ

∂

∂
为压应力区或者拉应力区对应的塑性势

函数的二阶导。 
压应力区对应的区域满足 2 1 3σ σ σ> > ，则 

Tn
n g0   1g k∂ ⎡ ⎤= = −⎣ ⎦∂

r
σ

          （30） 

2
gn

2
1

 0     0      0
d

 0     0
d

 0     0     0

kg
σ

⎡ ⎤
⎢ ⎥∂ ⎢ ⎥=
⎢ ⎥∂
⎢ ⎥
⎣ ⎦

σ
           （31） 

拉应力区对应的区域满足 1 3 2σ σ σ> > ，则 
Tn

n g 1  0
g

k
∂ ⎡ ⎤= = −⎣ ⎦∂

r
σ

         （32） 

g

12
n
2

d
0 0

d
0 0 0
0 0 0

k

g
σ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ⎢ ⎥=
⎢ ⎥∂
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

σ
          （33） 

回映到线时，塑性应变增量的方向可以表示为

两个相邻势函数面的法向量的线性组合： 

p
n nλ λΔ = Δ + Δr rε           （34） 

当回映到压应力线时 
p
1 g

p p
2 n g
p
3

0
 0

1 1

k

k

ε

ε λ λ

ε

⎡ ⎤Δ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥Δ = Δ = Δ + Δ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −Δ ⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

ε     （35） 

得到塑性乘子 
p
1

gk
ε

λ
Δ

Δ = ，

p
2

n
gk
ε

λ
Δ

Δ =        （36） 

当回映到拉应力线时，有： 
p
1 g g

p p
2 n
p
3

0 1
1 0

k kε

ε λ λ

ε

⎡ ⎤Δ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

Δ = Δ = Δ + Δ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−Δ⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

ε     （37） 

得到塑性乘子 p
3λ εΔ = −Δ ， p

n 2λ εΔ = −Δ ，代入

式子（29）即可求得线回映修正矩阵的正应力分量。

GT 的表达方式和面回映相同，如式（26）。从而得

到修正矩阵 T，代入式（21）求得弹性刚度矩阵的

修正值： 

c =D TD              （38） 

类似于面回映的情况，定义垂直于势函数线方

向向量的任意向量，则线回映的一致性刚度矩阵必

须奇异于这个向量，参照文献[9]，一致性刚度矩阵

的表达形式为 

( )
( ) ( )

Tg

1Tcon c g

c

         0

           0                  

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

n n

D n D n

G

      （39） 

式中： c
D 和

c
G 分别为 cD 左上角和右下角的3 3× 矩

阵；n 和 gn 分别为对应回映的棱线的屈服函数对应

的方向向量和势函数对应的方向向量。 
压应力棱线满足 1 2σ σ= ，即 

1

2

3

σ
σ
σ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= =⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

σ

1

1

1
1 ci b

ci

a

s m

σ
σ

σ
σ σ

σ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎛ ⎞⎢ ⎥− −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

     （40） 

对应的屈服函数和势函数的方向向量分别为 

[ ]T1  1  k=n              （41） 

Tg
g1  1  k⎡ ⎤= ⎣ ⎦n             （42） 

拉应力棱线满足 2 3σ σ= ，即 

1

2

3

σ
σ
σ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= =⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

σ

1

1
1 ci b

ci

1
1 ci b

ci

a

a

s m

s m

σ

σ
σ σ

σ

σ
σ σ

σ

⎡ ⎤
⎢ ⎥

⎛ ⎞⎢ ⎥
− −⎜ ⎟⎢ ⎥

⎝ ⎠⎢ ⎥
⎢ ⎥⎛ ⎞⎢ ⎥− −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

    （43） 

对应屈服函数和势函数的方向向量分别为 

[ ]T2 1    k k=n               （44） 

Tg
2 g g1    k k⎡ ⎤= ⎣ ⎦n              （45） 

2.4.3 点回映的一致性刚度矩阵 
若应力回映到尖点处，则一致性刚度矩阵必须
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垂直于任意过尖点的势函数面的法向方向，由 H-B
势函数面特征得 

con 0=D              （46） 

2.5  回映结果转换到三维应力空间 
利用之前的方向转化矩阵 H 将计算的更新值

转换到三维应力空间： 
T

1 tr

3 3
  0−

×
⎡ ⎤=
⎣ ⎦

Hσ σ           （47） 

( )Tcon 1 con 1
xyz

− −=D H D H        （48） 

4  尖点回映的条件 
在分析尖点回映的条件之前，先引入一个边界

面的概念，为讨论方便，采用线性的屈服准则（棱

线是直线而非曲线）进行分析，如图 5 所示。向量 pu
和 l 组成的面为 1/6 屈服面的一部分，l 为棱线，其

方向向量为 l ，取棱线上任一点应力为对象，其对

应的塑性应变的增量方向即过该应力点的塑性势函

数的法向方向为 r ，主应力空间的塑性修正方向为
p =u Dr ，对于线性屈服准则而言对应棱线上所有

应力点的塑性修正方向 pr 是相同的，从而棱线上应

力点的塑性修正方向构成了一个过棱线的边界面，

如图中向量 l 与 2 1−n 组成的面所示， 2 1−n 的含义见下

文定义。 
 

 

图 5  边界面示意图 
Fig.5  Sketch diagram of boundary surface 

 
根据试探应力的位置和边界面可以确定应力回

映的区域： 
（1）落在边界面与屈服面之间的点需要回映到

面上； 
（2）落在边界面一侧的点需要回映到棱线上。 
采用数学方法进行分析：边界面的法向量为

2 1−n = p ×u l ，取棱线上任一点 lσ ，弹性试探应力为
trσ ，定义方向 tr( )l−σ σ ，则有： 

①若 tr
2 1( ) 0l− −n ≤σ σ ，对应第 1 种情况，回映

到面。 
②若 tr

2 1( ) 0l− − >n σ σ ，对应第 2 种情况，回映

到棱线。 
 

 

图 6  尖点回映的边界面 
Fig.6  Boundary surface of apex 

 
定义尖点处的两个边界面 
③过尖点并且平行于静水压力轴的塑性应变的

增量方向 tr ，对应的塑性修正方向为 t
t=u Dr 。 

④过尖点并且平行于压应力平面 ( )1 2σ σ= 的

塑性应变的增量方向 1r ，对应的塑性修正方向为

1 1=u Dr 。 
⑤过尖点并且平行于压应力平面 ( )2 3σ σ= 的

塑性应变的增量方向 2r ，对应的塑性修正方向为

2 2=u Dr ，则 1n = t
1×u u ，表示在尖点处由 tu 和 1u 定

义的边界面的法向量，当 tr
1( ) 0t− >n σ σ 时回映到

棱线 1l ； 2n = t
2 ×u u 表示在尖点处由 tu 和 1u 定义的

边界面的法向量，当 tr
2 ( ) 0t− >n σ σ 时回映到棱线

2l 。 
由于尖点是 1l 和 2l 的交点，可以设定尖点回映

的条件为 

( )tr
1 t 0⋅ − >n σ σ 且 ( )tr

2 t 0⋅ − >n σ σ    （49） 

5  UMAT 二次开发 
ABAQUS 提供了用 FORTRAN 语言编写的子

程序接口，供用户二次开发之用，UMAT 子程序具

有以下强大的功能
[12－15]

： 
（1）可以定义材料的本构关系，使用 ABAQUS 

材料库中没有包含的材料进行计算，扩充程序功能； 
（2）几乎可以用于力学行为分析的任何分析过

程，几乎可以把用户材料属性赋予 ABAQUS 中的

任何单元； 

σ 1

σ 3

σ 2 

pΔσ  trσ  

2n  
1n  

2u

tu  

1u

l 

f =0 

区域 1---- 
回映到面 

区域 2---- 
回映到棱线 

2 1−n  

pu  

l  
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（3）可以和用户子程序“USDFLD”联合使用，

通过“USDFLD”重新定义单元每一物质点上传递到

UMAT 中场变量的数值。 
当 ABAQUS 调用用户子程序时，会把当前的

STEP 和 INCREMENT 利用用户子程序的两个实参

KSTEP 和 KINC 传给用户子程序，从而实现了

ABAQUS 主程序与 UMAT 的相互衔接，已知第 n
步结果开始第 n+1 增量步计算的过程如下： 

（1）初始化 n+1 步的外力向量 1n n+ = + ΔF F F ，

同时初始化节点的位移向量 1n n+ =U U ； 
（2）开始结构的整体平衡迭代，先计算结构的

残余应力 res int
1 1n n+ += −F F F ，其中 intF 为结构内力，

然后由一致性刚度矩阵形成整体刚度矩阵K求解更

新的节点位移增量 1 res
1n

−
+Δ =U K F ，从而计算出应

变的增量 1n+Δε ，然后开始检查整体平衡迭代的收敛

性：如果 res
1n TOL+ >F ，则不收敛，进入第 3 步的计

算；否则进入第 4 步； 
（3）开始应力更新，这一步通过 UMAT 子程序

实现，将上一步计算出的应变增量 1n+Δε 传入子程

序，计算出更新后的应力和一致性刚度矩阵，然后

转入第 2 步进行新一轮的迭代； 
（4）增量步结束，更新 n+1 步的位移 1n+ =U  

1n n++ ΔU U 。 

6  算  例 

基于开发的 UMAT 用户子程序，对室内常规岩

石力学试验进行有限元模拟，并与 ABAQUS 内嵌

的 Mohr-Coulomb 模型的计算结果进行比较，验证

子程序的计算效果。为方便结果对比，本算例的参

数采用非相关联流动法则。如图 7 所示，根据试验

数据，拟合出材料的参数：E = 34.8 GPa， 0.25v = ；

0.5a = ， 0.151 2s = ， 2.725m = ， ci 230σ =  MPa；
21.569c =  MPa， 35.42ϕ = °。 

 

 

图 7  H-B 模型拟合曲线 
Fig.7  Fitting curve of H-B model 

 
基于上述参数，进行了常规三轴压缩试验的数

值模拟，圆柱体高度为 100 mm，直径为 50 mm，

沿模型垂直方向施加竖向位移，根据模型的轴对称

性质，采取减缩积分的一次轴对称单元（CAX4R）
进行分析，模型如图 8 所示。 

 

 

图 8  圆柱体有限元模型 
Fig.8  Finite element model of cylinder 

 
从图 9～11 的计算结果的可以发现，H-B 模型

与 M-C 模型的计算结果相差不大，不同围压情况

下，H-B 模型的屈服应力与 M-C 模型相比，有 3 种

情况：前者大于后者，如图 9 所示；前者非常接近

于后者，如图 10 所示；前者小于后者，如图 11 所

示。这是因为 H-B 模型为非线性的强度包络线，而

M-C 模型为线性强度包络线，对于同一种岩石材

料，两者的强度包线可能有相交的情况。 
 

 

图 9  无围压情况下的应力-应变曲线 
Fig.9  Stress-strain curves with no confining pressure 

 

 

图 10  围压为 30 MPa 情况下的应力-应变曲线 
Fig.10  Stress-strain curves with confining  

pressure of 30 MPa 
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图 11  围压为 40 MPa 情况下的应力-应变曲线 
Fig.11  Stress-strain curves with confining  

pressure of 40 MPa 
 

7  结  语 
本文提出了H-B准则主应力空间的隐式积分算

法，解决了棱线和尖点处难以收敛的问题，同时也

解决了很多研究中圆滑函数修正法或D-B估量法导

致的模型误差的问题。依托 ABAQUS 软件平台，

编制了 UMAT 用户子程序，弥补了 ABAQUS 本构

模型的一个空白，通过常规三轴压缩试验的数值模

拟，对比了 H-B 模型与 M-C 模型的计算结果，表

明 H-B 模型与 M-C 模型在受压情况下的计算结果

比较接近，两者的屈服应力大小有交替现象，验证

了 H-B 模型的非线性性质，很好地验证了程序的准

确性和有效性。 
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