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P 波作用下深埋隧道动应力集 

中问题参数敏感性分析 
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摘  要：采用波函数展开法，推导了无限介质中双层衬砌圆形洞室在 P 波作用下衍射问题的解析解，并结合南水北调西线 1
期工程 3#引水隧道开展了动应力集中系数参数敏感性分析。计算结果表明，围岩和内层衬砌的弹性模量对结构的动应力集中

系数影响较大，而围岩泊松比对计算结果的影响几乎可以忽略不计；围岩和衬砌之间的介质层在一定程度上具有减震作用，

前提条件是其弹性模量低于围岩弹性模量的 1/20，否则减震效果不明显。 
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Parameters sensitivity analysis of dynamic stress concentration for  
deep buried tunnel under incident plane waves 
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Abstract：Based on wave function expansion method, an analytical solution for dynamic stress concentration of circular tunnel with 
double-layer-liner in infinite media under incident plane P waves is deduced. According to the solution, parameters sensitivity 
analysis of dynamic stress concentration is carried out in combination with the tunnel #3of the first phase project along the Western 
Route Project of South-to-North Water Transfer Project. The calculation results show that the elasticity modulus of surrounding rock 
and inner concrete liner have a greater effect on dynamic stress concentration factor; and the effect of rock Poisson’s ratio on the 
factor almost can be neglected. The layer between surrounding rock and inner concrete liner exhibited role in seismic isolation under 
the prerequisite conditions of its elasticity modulus is less than 1/20 of one of the surrounding rock; otherwise, the effect on seismic 
isolation is not obvious. 
Key words：plane P waves; diffraction; deep buried tunnel; dynamic stress concentration 
 

1  引  言 

隧道抗震理论分析可分为数值法和解析法两

类[1]。数值法包括有限差分法、有限元法、边界元

法等，解析法主要指波函数展开法。数值法具有应

用范围广泛且应用灵活的特点，能适用于任意形状

的隧道，可以考虑材料的非线性性质。而解析法只

适用于少量形状规则的隧道，如圆形、椭圆形等，

且不能考虑材料的非线性性质，但是解析法在问题

本质分析方面有着数值法不可替代的作用，是检验

数值法精度的重要手段。深埋隧道地震响应分析可

以归结为无限介质中加强孔洞对固体介质波的衍射

问题。Pao 和 Mao[2]采用波函数展开法给出了无限

线弹性介质中圆孔对 P 波的衍射问题的解析解答，

研究了无限空间中洞室及单层衬砌隧道在弹性波入

射下的动应力集中问题。随后，Lee 和 Cao 等[3－6]

采用大圆弧假定方法求出了半空间中单个洞室对 P
波和 SV 波的散射和衍射问题的解析解，Davis 等[7]

推导了 SV 波作用下圆形洞室的横向反应，并分析

了柔性管道在实际地震波作用下的动态响应，
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Manoogian[8]分析了任意形状地下结构在 SH 波作用

下的解析解，梁建文[9－18]、纪晓东[19]、尤红兵[20]

等基于大圆弧假定，采用波函数展开法给出了半空

间中洞室群在平面 P 波入射下动应力集中问题的解

析解、地下圆形单层衬砌隧道对入射平面 P 波和 SV
波散射问题的级数解以及地下洞室群对 Rayleigh 波

的放大作用，并分析了地下洞室群对地面运动的影

响。而实际上，常见的铁路隧道、水工隧道多为初

期支护加二次衬砌的复合式衬砌结构，为了与实际

情况相对应，本文在 Pao 工作的基础上，推导了无

限介质中双层衬砌圆形隧道对二维平面简谐 P 波衍

射问题的解析解，并结合南水北调西线一期工程 3#

隧道，开展了 P 波作用下深埋隧道动应力集中问题

的参数敏感性分析。 

2  P 波衍射问题的解析解答 

深埋长隧道地震响应分析可简化为平面应变问

题。假设无限空间介质和衬砌均为各向同性弹性材

料，平面简谐 P 波在无限线弹性介质中沿 x 轴正向

传播，如图 1 所示，当 P 波通过不同介质的界面时，

将在隧道洞壁（介质Ⅰ）及衬砌结构（介质Ⅱ、介

质Ⅲ）中产生反射的 P 波、SV 波和折射的 P 波与

SV 波。 
 

 

图 1  平面简谐 P 波入射双层衬砌隧道示意图 
Fig.1  Sketch of double-layer-liner tunnel under incident 

plane P waves 

 
2.1  平面 P 波入射波势函数展开 

频率为ω的平面 P 波的 Lame 势函数 (i)
(1)ϕ 的基本

形式可写为
 

               ( )1i(i)
(1) 0e

x tα ωϕ ϕ −=             （1） 

式中：ϕ0 为入射 P 波的 Lame 势函数幅值；α1为入

射 P 波的波数，
11 / pcα ω= ；x 为图 1 中直角坐标系

中的横坐标；ω为入射 P 波的圆频率；t 为时间变量；

i 为虚数单位， i 1= − 。 
式（1）展开为基数形式为 

      ( )( ) i
(1) 0 1

0
i cos  ei n t

n n
n

J r n ωϕ ϕ ε α θ
∞

−

=
= ⋅∑      （2） 

式中： nJ 为 n 阶第一类贝塞尔函数；εn为 Neumann
因子。n =0 时，εn=1；n≥1 时，εn=2。 

当 P 波通过介质Ⅰ和介质Ⅱ的界面时，将产生

散射 P 波和散射 SV 波，其表达式为 

       ( )( ) (1) i
(1) 1

0
cos er t

n n
n

A H r n ωϕ α θ
∞

−

=
= ⋅∑       （3） 

       ( )( ) (1) i
(1) 1

0
sin  er t

n n
n

B H r n ωψ β θ
∞

−

=
= ⋅∑       （4） 

式中： ( )
1

rϕ 、 ( )
1

rψ 分别为散射 P 波和散射 SV 波，则 
介质Ⅰ中总波势可表示为 

( ) ( )(1) i
1 0 1 2

0
[ i ]cos en t

n n n n
n

J r A H r n ωϕ ϕ ε α α θ
∞

−

=
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        ( )(1) i
1 1
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n
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∞

−

=
= ⋅∑       （6） 

同样，介质Ⅱ中总波势可表示为 

( ) ( )(1) (2) i
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n n n n
n
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                                        （7） 
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                                        （8） 
介质Ⅲ中总波势可表示为 

( ) ( )(1) (2) i
3 3 3

0
cos e t

n n n n
n

M H r N H r n ωϕ α α θ
∞

−

=
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                                        （9） 
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3 3 3
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sin e t

n n n n
n

R H r S H r n ωψ β β θ
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                                       （10） 
式中： iα 、 iβ （i=1，2，3）表示对应介质 P 波波

数及 S 波波数， /
ii pcα ω= ， /

ii scβ ω= ， ipc 、 isc 为

对应介质 P 波波速及 S 波波速；An、Bn、Cn、Dn、

En、Fn、Mn、Nn、Rn、Sn 均为待定系数； (1)
nH 、 (2)

nH
分别表示第 1 类和第 2 类汉克尔函数。 
2.2  极坐标下的弹性动力学基本方程 

2.2.1 边界条件 

根据文献[2]，P 波和 SV 波作用下弹性介质中的

位移和应力的势函数表达式分别为 

             

1

1

ru
r r

u
r rθ

ϕ ψ
θ

ϕ ψ
θ

∂ ∂ ⎫= + ⎪⎪∂ ∂
⎬∂ ∂ ⎪= −
⎪∂ ∂ ⎭

            （11） 

式中：ur、uθ 分别为极坐下介质的径向位移和环向

位移；ϕ、ψ 分别为 P 波势函数和 SV 波势函数；σr、

σθ、τrθ分别为极坐标下的 3 个应力分量；λ、µ 均为
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弹性介质的 Lame 常数。 
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                                       （12） 
分别将式（5）～（10）代入式（11）和式（12），

可得 3 层介质中的应力和位移表达式，具体推导方

法可参考文献[2]。 

2.2.2 边界条件 

根据界面位移和应力连续性条件，在 1r R= 处有： 
(1) (2) (1) (2)

(1) (2) (1) (2)

,

,
r r r r

r ru u u u
θ θ

θ θ

σ σ τ τ ⎫= = ⎪
⎬

= = ⎪⎭
          （13） 

 

在 2r R= 处有： 
(3) (2) (3) (2)

(3) (2) (3) (2)

,

,
r r r r

r ru u u u
θ θ

θ θ

σ σ τ τ ⎫= = ⎪
⎬

= = ⎪⎭
         （14） 

在 3r R= 处有： 
(3) (3)0, 0r rθσ τ= =             （15） 

2.2.3 求解待定系数 

边界条件共有 10 个方程，引入边界条件后，求

解待定系数的方程组可以写成如下形式： 

{ } { }ij j jA X b⎡ ⎤ =⎣ ⎦             （16） 

其中： 

{ } [ ]T
j n n n n n n n n n nX A B C D E F M N R S=

                                       （17） 

{ } ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
T1 1 1 1

0 1 11 1 1 1 41 1 1 71 1 1 71 1 1i 0 0 0 0 0 0n
j nb r r r rϕ ε µ ε α µ ε α ε α ε α⎡ ⎤= − ⎣ ⎦                     （18） 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

3 3 3 4 3 4
1 11 1 1 1 12 1 1 11 2 1 11 2 1 12 2 1 12 2 1

3 3 3 4 3 4
1 41 1 1 1 42 1 1 41 2 1 41 2 1 42 2 1 42 2 1

3 3 3 4 3 4
71 1 1 72 1 1 71 2 1 71 2 1 72 2 1 72 2 1
3 3

81 1 1 82 1 1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

ijA

r r r r r r

r r r r r r

r r r r r r

r r

µ ε α µ ε β ε α ε α ε β ε β

µ ε α µ ε β ε α ε α ε β ε β

ε α ε β ε α ε α ε β ε β

ε α ε β

⎡ ⎤ =⎣ ⎦

− −

− −

− −

− − ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 4 3 4
81 2 1 81 2 1 82 2 1 82 2 1

3 4 3 4 3 4 3 4
2 11 2 2 2 11 2 2 2 12 2 2 2 12 2 2 11 3 2 11 3 2 12 3 2 12 3 2

3 4 3 4 3 4 3 4
2 41 2 2 2 41 2 2 2 42 2 2 2 42 2 2 41 3 2 41 3 2 42 3 2 42 3 2

0 0 0 0

0 0

0 0

r r r r

r r r r r r r r

r r r r r r r r

ε α ε α ε β ε β

µ ε α µ ε α µ ε β µ ε β ε α ε α ε β ε β

µ ε α µ ε α µ ε β µ ε β ε α ε α ε β ε β

− − − −

− − − −
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

3 4 3 4 3 4 3 4
71 2 2 71 2 2 72 2 2 72 2 2 71 3 2 71 3 2 72 3 2 72 3 2
3 4 3 4 3 4 3 4

81 2 2 81 2 2 82 2 2 82 2 2 81 3 2 81 3 2 82 3 2 82 3 2
3 4 3 4

11 3 3 11 3 3 12 3 3 12 3 3
3 4

41 3 3 41 3 3

0 0

0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

r r r r r r r r

r r r r r r r r

r r r r

r r

ε α ε α ε β ε β ε α ε α ε α ε α

ε α ε α ε β ε β ε α ε α ε α ε α

ε α ε α ε α ε α

ε α ε α

− − − −

− − − −

( ) ( ) ( ) ( )3 4
42 3 3 42 3 3r rε α ε α

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

                                                                                       （19） 
 

系数矩阵 ijA⎡ ⎤⎣ ⎦ 中 1 1 2/µ µ µ= ， 2 2 3/µ µ µ= ， ( )i
mnε  

为不同波势函数引起的应力分量因子。待定系数确

定后，可以通过叠加原理求得 P 波作用下双层衬砌

圆形隧道相应的应力场。 

3  参数敏感性分析 

3.1  计算参数 
南水北调西线 1 期工程引水隧洞总长 252.7 km，

单洞长 13～72 km，平均埋深为 500 m， 大埋深

为 1 120 m，属深埋长隧洞。3#输水隧洞沿线砂岩夹

板岩岩组和砂板岩互层岩组所占比例分别约为 50%
和 38%，主要为Ⅲ围岩，K4+700~ K13+301 段初步

设计采用 TBM 施工，成洞内径为 9.4 m，盾构管片

厚 0.45 m，采用 C50 混凝土。壁后回填豆砾石厚度

为 0.15 m，将围岩、壁后回填及混凝土管片分别视

为介质层Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ，具体计算参数如表 1 所示。

表中括号内、外数值分别为变量变化范围和代表值。

在敏感性分析时，其中一个参量取括号中范围内的

数值，其余参量取相应的代表值。计算时取入射波

频率为 3 Hz。由于衬砌内边界（r=R3）处的径向应

力σr 与剪切应力τrθ均为 0，为了方便对比分析，本

文主要计算 P 波衍射问题中介质材料参数对衬砌

（图 1 中 B 点）和围岩（图 1 中 A 点）环向应力σθ

的影响。 
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表 1  敏感性分析采用的材料参数 
Table 1  Materials parameters for sensitivity analysis 
介质 
编号 

弹性模量 E 
/GPa 

密度 ρ 
/(g/cm3) 

泊松比 µ 
管片厚度 d 

/m 

Ⅰ 10(1~20) 2.6 (常量) 0.26(0.20~0.35)  

Ⅱ 22(1~30) 2.5 (常量) 0.25(常量)  

Ⅲ 30(20~35) 2.5 (常量) 0.20(常量) 0.45(0.25~0.60)

注：括号内数值为范围值。 

 
入射 P 波在其传播方向的应力强度为 

2
0 1 0σ µ β ϕ=            （20） 

式中：β为散射 SV 波的波数；µ1为弹性介质的 Lame
常数。 

式（20）反映了将 P 波的应力幅值作为拟静态

荷载施加在计算模型上所导致的孔周环向应力分量

σ0与势函数幅值ϕ 0 的关系。 
定义图 1 中 A、B 两点无量纲应力为 

1 0 3 0/ , /A BK Kθ θσ σ σ σ= =         （21） 

式中： Aθσ 为图 1 中 A 点环向应力； Bθσ 为 B 点环

向应力。 
图 2 为考虑单层衬砌和考虑双层衬砌条件下衬

砌内侧动应力集中系数对比图。按双层衬砌计算时

参数取表 1 中的参量代表值，而按单层计算衬砌计

算时，将介质Ⅱ、Ⅲ按照刚度等效的原则合并为一

层，其材料参数同表 1 中介质Ⅲ，厚度为 0.56 m。

从图中可以看出，采用 Pao 方法计算的动应力集中

系数要略低于本文考虑双层衬砌的方法，其 大值

为 5.40，而按双层衬砌计算的动应力集中系数 大

值为 5.83，因此，将双层衬砌简化为单层衬砌进行

动应力集中系数的计算结果偏小，可能偏于不安全，

根据衬砌结构的实际情况进行分层计算动应力集中

系数是必要的。 
 

 
图 2  双层衬砌和单层衬砌洞周动应力集中系数对比图 

Fig.2  Comparison diagram of dynamic stress 
concentration factor between double-layer-liner and 

single-layer-liner tunnel 
 
3.2  计算结果分析 

3.2.1 介质Ⅰ弹性模量对动应力集中系数的影响 

图 3 为不同 E1 条件下，图 1 中 A、B 点环向应

力变化曲线。从图中可以看出，当介质Ⅰ的弹性模

量从 1 GPa 变化到 20 GPa 时，A 点的动应力集中系

数 K1 由 0.13 逐渐增大到 2.02，而 B 点动应力集中

系数 K3由 3.85 增大到 4.45，然后逐渐减小至 3.61，
大减小幅度为 18.9%。这说明，当围岩弹性模量

的增大时，围岩中由 P 波散射产生的动应力增大，

而衬砌结构中的动应力先增大，然后减小。 
 

 
图 3  介质Ⅰ弹性模量与 K1、K3变化关系曲线 
Fig.3  Variation curves of K1 and K3 with elastic  

modulus of mediumⅠ 

 
3.2.2 介质Ⅱ弹性模量对动应力集中系数的影响 

图 4 为不同 E2 条件下，A、B 点环向应力变化

曲线。从图中可以看出，当介质Ⅱ的弹性模量从

30 GPa 减小到 0.5 GPa 时，A 点的动应力集中系数

由 1.65 逐渐增大至 2.04，增大了 23.6%，而 B 点动

应力集中系数先由 5.83 增大至 6.05，增大幅度为

3.8%，然后逐渐减小至 5.26，减小幅度为 9.8%，动

应力集中系数峰值对应弹性模量为 7.5 GPa。因此，

从抗震设计角度来说，低弹性模量的介质Ⅱ具有更

好的减震作用，这也为我们设置减震层提供了理论

支持。但是，如果不考虑结构承载方面的需要，单

从减震性能方面来看，要想获得较好的减震效果，

介质Ⅱ应该采用更加柔软的材料，至少为围岩弹性

模量的 1/20 以下，否则减震效果并不明显。 
 

 
图 4  介质Ⅱ弹性模量与 K1、K3变化关系曲线 
Fig.4  Variation curves of K1 and K3 with elastic  

modulus of mediumⅡ 
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3.2.3 介质Ⅲ弹性模量对动应力集中系数的影响 

图5为E3变化对围岩和衬砌结构应力影响的曲

线图。从图中可以看出，围岩的环向应力随着内层

衬砌弹性模量的增大而减小，而衬砌本身的应力随

着弹性模量的增大而变大。但是，围岩环向应力减

小的幅度（14.0%）要远小于衬砌环向应力增大的

幅度（48.6%）。因此，隧道抗震设计时，在满足结

构承载要求的条件下，对于自稳性较好的围岩，尽

可能地采用刚度较小的衬砌材料，能有效改善结构

的受力状态。 
 

 
图 5  介质Ⅲ弹性模量与 K1、K3变化关系曲线 
Fig.5  Variation curves of K1 and K3 with elastic  

modulus of medium Ⅲ 
 
3.2.4 衬砌（介质Ⅲ）厚度对动应力集中系数的影响 

图 6 为内层衬砌厚度变化对围岩和衬砌环向

应力的影响曲线图。从图中可以看出，当衬砌厚度

从 0.25 m 增加至 0.6 m 时，围岩和内层衬砌的动应

力集中系数减小的幅度分别为 20.2%和 10.5%，这

一点与单层衬砌不同[2]，在抗震设计时应加以考虑。 
 

 
图 6  内层衬砌厚度与 K1、K3变化关系曲线 

Fig.6  Variation curves of K1 and K3  
with thickness of inner liner wall 

 
3.2.5 围岩泊松比对动应力集中系数的影响 

图 7 为围岩泊松比对动应力集中系数计算结果

的影响曲线。从图中可以看出，随着围岩泊松比的

增大，围岩动应力系数逐渐增大，当围岩泊松比从

0.2 增大到 0.35 时，围岩动应力系数增大了 22.3%，

而衬砌动应力集中系数从 5.25 减小至 5.16，然后逐

渐增大至 5.22。变化幅度 大为 1.7%。因此，可以

看出，围岩的泊松比对衬砌结构动应力的影响远小

于其对围岩应力的影响，如果抗震计算时围岩的应

力不是非常重要，围岩泊松比的影响几乎可以不予

考虑。 
 

 
图 7  围岩泊松比与 K1、K3变化关系曲线 

Fig.7  Variation curves of K1 and K3  
with rock Poisson’s ratio 

 

4  结  论 

本文采用波函数展开法，推导了无限线弹性介

质中加强圆孔（双层衬砌）对 P 波的衍射问题的解

析解，并分析了不同介质弹性参数以及入射波频率

对解析解答结果的影响，主要结论包括： 
（1）围岩和内层衬砌的弹性模量对洞周动应力

集中系数的影响高于其他参数（如介质Ⅱ的弹性模

量、衬砌厚度等），随着两者弹性模量的提高，衬砌

结构中的动应力集中系数减小。 
（2）从抗震角度来说，围岩和衬砌之间的介质

层Ⅱ具有减震作用，相对较低或者相对较高的弹性

模量都能一定程度上减轻围岩和衬砌结构的动应力

集中问题，但是从理论分析结果来看，采用低弹性

模量的材料比采用高弹性模量的材料具有更好的减

震效果。 
（3）增大衬砌厚度能够在一定程度上改善围岩

和衬砌结构的动应力集中问题，尤其是围岩的动应

力集中系数。当厚度增大 1.4 倍时，围岩的动应力

系数减小值超过 20%。 
（4）泊松比对围岩动应力集中系数的影响较

大，而其对衬砌结构的动应力集中系数的影响几乎

可以忽略不计。 
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