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基于修正 Mohr-Coulomb 准则的 
弹塑性本构模型及其数值实施 
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3.中国科学院武汉岩土力学研究所 岩土力学与工程国家重点实验室，武汉 430071） 
 

摘  要：针对 Mohr-Coulomb 准则高估岩土体抗拉性能的局限性，建立考虑最大拉应力准则的修正 Mohr-Coulomb 模型；系

统地论述隐式本构积分算法的主要内容，推导相应的一致性刚度矩阵。以 ABAQUS 软件为平台，采用向后欧拉隐式应力积

分算法编制了 UMAT 本构程序，对单轴拉伸试验和三轴压缩试验进行数值模拟，对比分析 ABAQUS 自带模型和自编模型的

优劣，结果表明编写的修正 Mohr-Coulomb 模型能够有效地反映岩土介质的抗拉性能，弥补了 ABAQUS 自带模型的不足。 
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An elastoplastic constitutive model based on modified  
Mohr-Coulomb criterion and its numerical implementation 

 
JIA Shan-po1, 2,  CHEN Wei-zhong2, 3,  YANG Jian-ping3,  CHEN Pei-shuai3 

(1.School of Urban Construction, Yangtze University, Jingzhou, Hubei 434023, China;  
2. Research Center of Geotechnical and Structural Engineering, Shandong University, Jinan 250061, China; 3.State Key Laboratory of Geomechanics and 

Geotechnical Engineering, Institute of Rock and Soil Mechanics, Chinese Academy of Sciences, Wuhan 430071, China) 
 

Abstract: Due to the conventional Mohr-Coulomb criterion used for geotechnical materials with its limitation for overestimation of 
tensile performance, a modified Mohr-Coulomb model is established considering maximal tensile stress criterion. The main contents 
of the implicit constitutive integration algorithm are discussed systematically; and the consistent stiffness matrix is deduced. Based on 
the implicit Euler stress integration algorithm, the UMAT subroutine of the modified Mohr-Coulomb model is developed in 
ABAQUS. With the new developed model, the numerical simulation of uniaxial tensile test and triaxial compression test is 
implemented respectively. The study shows that the developed modified Mohr-Coulomb UMAT subroutine could effectively depict 
the tensile performance of geotechnical materials and fill up the deficiency of the Mohr-Coulomb model in ABAQUS. 
Key words: modified Mohr-Coulomb criterion; constitutive model; stress integration algorithm; UMAT 

 

1  引  言 

岩土强度准则是岩土理论的重要组成部分，一

直是众多学者研究的热点，大量的试验和工程实践

已证实，Mohr-Coulomb 强度理论能较好地描述岩

土材料的强度特性和破坏行为，在岩土工程领域得

到了广泛的应用[1]。然而，Mohr-Coulomb 屈服面在

主应力空间是一个六角锥面，角点处的导数不连续，

给计算带来了不便，导致 Mohr-Coulomb 准则不便

于应用到有限元数值计算中。为了计算方便，许多

软件（如 ANSYS、MARC、PATRAN、NASTRAN
等）采用 Drucker-Prager 类屈服准则去近似 Mohr- 
Coulomb 准则[2]，但实际计算表明，按照 Drucker- 
Prager 准则计算与 Mohr-Coulomb 理论计算结果存

在较大误差。为此，Zienkiewice-Pande 等人提出了

二次型屈服准则去逼近 Mohr-Coulomb 屈服准则，

但不够理想；邓楚键、徐干成、谢肖礼、戴自航等

提出 Mohr-Coulomb 等面积圆屈服准则，效果良好，
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但缺乏物理意义[2－5]。 
另外，Mohr-Coulomb 准则高估了岩土介质的

抗拉强度，不能准确描述岩土的抗拉性能[6]。然而，

现有的软件中采用的都是比较经典的本构模型，不

能对特殊类型岩土介质的塑性和流变等现象进行合

理的描述，这就需要对能够合理描述这些材料行为

的本构模型进行有限元实现，这样才能对岩土介质

的变形行为进行合理的分析。本文结合拉伸型和剪

切型 Mohr-Coulomb 屈服准则，建立了修正的

Mohr-Coulomb 准 则 ， 并 以 大 型 有 限 元 软 件

ABAQUS 为平台，采用 Fortran 语言编制了 UMAT
本构程序，通过压缩和单轴拉伸数值试验验证了程

序的可靠性。 

2  修正 Mohr-Coulomb 模型 

以应力不变量形式表示的剪切型 Mohr- 
Coulomb 屈服准则可以表示为 

( )m sin cos 0F K cσ φ σ θ φ= + − =      （1） 

式中：c 、φ分别为黏聚力和内摩擦角； m 1 / 3Iσ =
为平均应力； 2Jσ = 为等效应力； 1I 、 2J 分别为

应力第 1 不变量和应力偏量第 2 不变量；θ 为 Lode 

角； ( ) 1cos sin sin
3

K θ θ φ θ= − ；本文规定拉应力 

为正，压应力为负。 
以应力不变量表示的拉伸型 Mohr-Coulomb 屈

服准则为 

( ) m t
2 sin 120 0
3

F fσ θ σ= + + − =   （2） 

式中： tf 为岩土介质的抗拉强度。 
 

 
图 1  子午面上的复合准则 

Fig.1  The complex yield criterion in the meridional plane 

 
在 π平面拉伸型 Mohr-Coulomb 屈服准则是一

个等边三角形，在主应力空间屈服面由 3 个分别垂

直于主应力轴的平面组成；在 π 平面剪切型

Mohr-Coulomb 屈服准则是一个不等角的六边形，

在主应力空间为一个棱锥面，中心轴线与等倾线重

合。在子午面上，复合 Mohr-Coulomb 屈服准则的

轨迹如图 1 所示。采用双曲线方程对拉伸型

Mohr-Coulomb屈服准则和剪切型Mohr-Coulomb屈
服准则进行拟合，如图 2 所示，通过调整参数m 的

大小来反映岩土介质的抗张强度的大小，取值范围

为 0 1m≤ ≤ 。当 0m = 时，复合屈服准则退化为剪

切型 Mohr-Coulomb 屈服准则；当 1m = 时，岩土介

质的抗张强度为 0。同时，参数m 可以修正屈服面

上的尖顶，使尖角变的光滑，避免了数值计算的发

散和收敛的缓慢。 

 

 
图 2  修正 Mohr-Coulomb 准则 

Fig.2  The modified Mohr-Coulomb yield criterion 

 
由于 Mohr-Coulomb 屈服面存在 6 个棱角这些

奇异点，使数值计算变繁和收敛缓慢[7-10]。为了尽

量逼近和接近屈服面，采取分段函数的形式进行描

述 ( )K θ ， 使 得 改 进 后 的 屈 服 面 尽 量 接 近

Mohr-Coulomb 屈服面，并且在棱角处得到光滑连

续的处理，处理后的屈服面在 π平面如图 3 所示。 
 

 
图 3  π平面上复合 Mohr-Coulomb 准则的光滑处理 
Fig.3  Smooth treatment of Mohr-Coulomb criterion  

in the π plane 

 
修正的 Mohr-Coulomb 屈服准则的表达式为 

( )2 2 2 2 2
m sin cos cos 0F K m c cσ φ σ θ φ φ= + + − =  

（3） 

σ  

mσ−

σ

mσ−

3σ  

2σ1σ

T 25θ =  

θ  

30θ =  
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采用分段函数来描述 ( )K θ ，具体表达式为 

( )
( ) T

T

sin 3 ,

1cos sin sin ,
3

A B
K

θ θ θ
θ

θ φ θ θ θ

⎧ − >
⎪= ⎨⎛ ⎞

−⎪⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩

≤
 （4） 

本文取 Tθ = 25°， Tθ θ≤ 时，在 π平面屈服函数迹

线不做处理，和经典的 Mohr-Coulomb 准则一致，

而当 Tθ θ> 时，对屈服函数的迹线进行光滑处理。

式中： 

(

( )( )

T T T

T T

1 cos 3 tan tan 3
3
1  sign tan 3 3tan sin
3

A θ θ θ

θ θ θ φ

= + +

⎞
− ⎟

⎠

   （5） 

( ) T T
T

1 1sign sin sin cos
3cos3 3

B θ θ φ θ
θ

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
  （6） 

ABAQUS 内嵌的 Mohr-Coulomb 屈服函数与岩

土塑性力学中给出的公式是一致的，但它采用了双

曲线型的塑性势函数，屈服函数与势函数的表达式

是不一致的，不能真正体现岩土材料的关联流动特

性。 
本文取塑性势函数与屈服函数的表达式一致，

即： 

( )2 2 2 2 2
m sin cosG K m cσ ϕ σ θ ϕ= + +   （7） 

式中：ϕ为膨胀角；其中 ( )K θ 也与ϕ有关，表达式

与屈服函数中的 ( )K θ 类似。若ϕ φ= ，则为关联流

动；若ϕ φ≠ ，称为非关联流动，而当 0ϕ = 时塑性

变形时材料的体积不发生变化。 

3  隐式本构积分算法 

当应力超出屈服面后，要进行应力调整，使之

返回更新后的屈服面，采用的方法称为本构积分算

法[11－13]。 
 

 
图 4  向后欧拉算法迭代示意图 

Fig.4  The diagram of backward Euler  
integration algorithm 

3.1  向后欧拉隐式积分算法 
根据塑性理论，塑性应变率的计算公式为 

p
Gλ λ∂⎛ ⎞= =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

bε
σ

          （8） 

式中：G 为塑性势函数。 
等效塑性应变率的计算公示为 

( )1/ 2
pl p p

2 :
3

ε = ε ε          （9） 

将式（8）代式（9），可得： 

( )pl Bε λ= σ             （10） 

对于 Von Mises 屈服准则， ( ) 1B =σ ，而岩土类屈

服准则， ( ) 1B ≠σ 。 
将硬化看作是黏聚力 c 为等效塑性应变的函

数，即 

pl

cH
ε
∂′ =
∂

              （11） 

式中： pl plε ε= ∫ 。 
利用屈服函数 F 的一致性条件，可得： 

T
T

pl pl
pl

0F F c FF H
c c

ε ε
ε

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ′= + = + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
aσ σ

σ
（12） 

将式（10）代入上式，可得： 

T T 0FF H B A
c

λ λ∂ ′ ′= + = − =
∂

a aσ σ   （13） 

式中：
FA H B
c

∂′ ′= −
∂

，对于理想弹塑性问题有

0A′ = 。 
从图4中可知，A点的应力状态σ A在屈服面内，

B 点在屈服面之外，B 的应力 Bσ 为： 

e eB A A= + ∆ = + ∆σ σ ε σ σD       （14） 

式中： eD 为弹性矩阵； e∆σ 为弹性应力增量； Bσ 为

弹性试探应力。 
为了将试探应力 Bσ 拉回到屈服面，定义应力改

变量的计算公式为 

e e e eλ λ∆ = ∆ − ∆ = ∆ − ∆σ σD ε D b D b    （15） 

式中：
G∂

=
∂

b
σ

。 

C 点的应力状态为 

eC B λ= − ∆σ σ D b           （16） 

可见，向后欧拉算法的作用就是将 C 点逐渐迭代到

σ

2053



                                            岩    土    力    学                                   2010 年 

 

屈服面上。 
将屈服函数 F 在 B 点一阶 Taylor 展开，可得： 

T

pl
pl

T
e       0

B

B B B B

F FF F

F A

ε
ε

λ λ

∂ ∂⎛ ⎞= + ∆ + ∆ =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

′− ∆ − ∆ =a D b

σ
σ    （17） 

由上式可得： 

T
e

B

B B B

F
A

λ∆ =
′+a D b

          （18） 

采用向后欧拉算法将应力拉回到屈服面的基

本公式为 

eC B Cλ= − ∆σ σ D b           （19） 

首先给出 Cσ 的初始估计值，即 

eC B Bλ= − ∆σ σ D b           （20） 

通常应力初始估计值 Cσ 不会在屈服面上，于是

需要通过迭代将应力拉回到屈服面。定义矢量 r 为
当前应力与向后欧拉应力之差，即 

( )e eB C B Cλ λ= − − ∆ = − + ∆σ σ σ σr D b D b  （21） 

当应力返回到屈服面时有 0=r 。将 Bσ 固定，将 r 进
行 Taylor 展开，可得： 

0 e en λ λ ∂
= + + + ∆

∂
σ σ

σ
br r D b D      （22） 

式中：σ 为对于σ 的改变；λ为对于 λ∆ 的改变。 
令 0n =r ，有： 

( )
1

e 0 e

1 1
0 e      

λ λ

λ

−

− −

∂⎛ ⎞= − + ∆ + =⎜ ⎟∂⎝ ⎠
− −

σ
σ
bI D r D b

Q r Q D b

   （23） 

式中： I 为单位矩阵。 
同样，对屈服函数 F 在 C 点 Taylor 展开，可得： 

T

0 pl
pl

T
0         0

Cn C

C C C

F FF F

F A

ε
ε

λ

∂ ∂⎛ ⎞= + + =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

′+ + =

σ
σ

σa

   （24） 

将式（23）代入上式，可得： 
T 1

0
T 1

e

C C

C C

F
A

λ
−

−

−
=

′+
a Q r

a Q D b
         （25） 

求得λ后，即可将式（25）分别代入式（23）、式（10）
求得σ 和 plε 。 
3.2  一致性切线刚度矩阵 

根据式 eC B Cλ= − ∆σ σ D b ，以下略掉公式中的

下标 C 表示为当前构形的应力状态，式中的下标 B

为弹性试探应力，标准向后欧拉算法可表述为 

eB λ= − ∆σ σ D b            （26） 

式中：σ 为当前构形的应力； Bσ 为弹性试探应力。 
对式（26）进行微分，可得： 

e e eλ λ ∂
= − − ∆

∂
bD D b Dσ ε σ
σ

      （27） 

对上式进行化简，可得： 

( )
( ) ( )

1

e e

1
e      

λ λ

λ λ

−

−

∂⎛ ⎞= + ∆ − =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

− = −

bI D D b

Q D b R b

σ ε
σ

ε ε
   （28） 

式中： 1
e

−=R Q D 。 
为了使当前应力σ 落在屈服面上，应使 0F = ，

根据式（12），即屈服函数 F 的一致性条件有： 

T 0F A λ′= − =a σ           （29） 

将式（28）代入式（29），并化简可得λ 的表达式

为 

T

T A
λ =

′+
a R

a Rb
ε              （30） 

将式（30）代入式（28）进行化简可得： 
T T

ctT A
⎛ ⎞

= − =⎜ ⎟′+⎝ ⎠

Rba RR ε D ε
a Rb

σ      （31） 

式中： ctD 即为一致性刚度矩阵。 
3.2  应力更新算法流程 

在完全隐式向后欧拉方法中，在 n增量步结束

时计算塑性应变和等效塑性应变增量，积分算法可

表示为 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

1

1 1 1
p p

1 1 1
pl pl

1 1 1
e p

1 1 1 1
pl

:

,

n n

n n n n

n n n n

n n n

n n n n

B

F F

λ

ε ε λ

ε

+

+ + +

+ + +

+ + +

+ + + +

⎫
= + ∆ ⎪

⎪= + ∆ ⎪
⎪= + ∆ ⎬
⎪

= − ⎪
⎪
⎪= ⎭

ε ε ε

ε ε

σ ε ε

σ

b

D

    （32） 

式（32）是一个关于 ( ) ( ) ( )1 1 1
p pl( , , )n n nε+ + +ε ε 的非线

性方程组，在时刻 nt 给出一组 ( ) ( ) ( )
p pl( , , )n n nεε ε 和应变

增量 t∆ = ∆ε ε ，更新变量来自于前一个时间步结束

时的收敛值，这就达到了避免非物理意义的效果，

非线性方程组的解答由 Newton-Raphson 迭代方法

求解。 
应力更新算法流程如下： 
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第 1 步，设置初始值。塑性应变和等效塑性应

变的初始值为上一载荷步结束时的收敛值，将塑性

参数增量值置 0，计算弹性试探应力。 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( )( )

1 1
p pl 0p 0 pl 0

e0 p 0

0 : , , 0,

:

n nn n n

n nn

k ε ε λ− −= = = ∆ =

= −D

ε ε

σ ε ε
 

第 2 步，在第 k 次迭代时检查屈服条件和收敛

性 

( )
( )

( )
( )

( )
( )( )pl,n n n

k k kF F ε= σ  

如果 ( )
( )n
kF TOL< ，则收敛；否则进入第三步。 

第 3 步，计算塑性参数增量，并获得应力增量

和等效塑性应变增量。 

( )
( ) ( )

( ) ( )

T 1
0

T 1
e

k k
k

k k

F

A
δλ

−

−

−
=

′+

a Q r

a Q D b
 

( ) ( )
1

e 0 ekδ λ λ
−∂⎛ ⎞= − + ∆ +⎜ ⎟∂⎝ ⎠

bI D r D bσ
σ

 

( ) ( )pl k k Bδε δλ=  

第 4 步，更新塑性应变、应力及塑性乘子 

( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( )( )

1

pl 1 pl pl

1
ep 1 p

e1 p 1

:

:

k k k

n n
k k k

n n
kk k

n n nn
k k k

λ λ δλ

ε ε δε

δ

+

+

−
+

+ +

∆ = ∆ +⎧
⎪
⎪ = +
⎪
⎨

= +⎪
⎪
⎪ = + −⎩

ε ε D

D ε ε

σ

σ σ

 

令 1k k= + ，转到第 3 步。 

4  屈服函数和势函数的求导 

采用隐式向后欧拉算法，需对屈服函数一次求

导、势函数一次求导、势函数二次求导。 
4.1  屈服函数的一次求导 

令矢量 a 表示屈服函数对应力的求导，具体表

达式如下： 

3m
1 2 3

JF C C Cσ σ ∂∂∂ ∂′ ′ ′= = + +
∂ ∂ ∂ ∂

a
σ σ σ σ

   （33） 

式中： 1
m

FC
σ
∂′ =
∂

， 2
tan 3F FC θ

σ σ θ
∂ ∂′ = −
∂ ∂

， 3C′ =  

3
3

2cos3
F
θθσ
∂

−
∂

，其中： 

( )
( )
( )

2

2

2
2

3

1

1

1
32 0

02
0

2

y z yz

x z xz

x y xy

yz xz z xy

xy yz y xz

xz xy x yz

s s

s s

s sJ
s

s

s

τ

τ

τ σ
τ τ τ

τ τ τ

τ τ τ

⎧ ⎫−
⎪ ⎪ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪−
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪−∂ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪= +⎨ ⎬ ⎨ ⎬

∂ −⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪

−⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭⎪ ⎪−⎩ ⎭

σ
 

[ ]T1 1,1,1,0,0,0
3

mσ∂ =
∂σ

 

T1 , , ,2 ,2 ,2
2 x y z xy xz yzs s sσ τ τ τ
σ

∂ ⎡ ⎤= ⎣ ⎦∂σ
 

1 sinC φ′ =  

2
dtan 3
d
KC Kα θ
θ

⎛ ⎞′ ′= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

3 2

3 d
d2cos3
KC α
θθσ

⎛ ⎞
′ ′= −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

式中：
2 2 2 2 2cos

K

K m c

σα
σ φ

′ =
+

，

T

T

3 cos3 ,
d

1d sin sin cos ,
3

B
K

θ θ θ

θ θ φ θ θ θ

⎧− >
⎪= ⎨
− −⎪
⎩

≤
 

4.2  塑性势函数的一次求导 
令矢量 b 表示势函数对应力的求导，表达式与

F∂
∂σ

类似，只需要将 ( )K θ 、 1C′、 2C′、 3C′、α′以

及
d
d
K
θ

计算公式中的φ换成ϕ 即可，具体表达式如

下： 
3

1 2 3
m JG C C C

σ σ∂ ∂∂ ∂
= = + +
∂ ∂ ∂ ∂

b
σ σ σ σ

   （34） 

式中： 1
m

GC
σ
∂

=
∂

， 2
tan 3G GC θ

σ σ θ
∂ ∂

= −
∂ ∂

， 3C =  

3

3
2cos3

G
θθσ
∂

−
∂

，其中： 

1 sinC ϕ= ， 2 2
mcC Cα= ， 3 3

mcC Cα=  

式中：
2 2 2 2 2cos

K

K m c

σα
σ ϕ

=
+

，

2
dtan 3
d

mc KC K θ
θ

= − ， 3 2

3 d
d2cos3

mc KC
θθσ

= − 。 
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4.3  塑性势函数的二次求导 
具体表达式如下： 

22 2
3 3 32

2 32 2 2

C J JCG C Cσ σ ∂ ∂ ∂∂∂ ∂ ∂ ∂
= = + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂
b
σ σ σ σ σσ σ σ

（35） 

式中：

2 2
2

3 3
3

mc
mc

mc
mc

C C C

C C
C

αα

αα

⎧∂ ∂ ∂
= +⎪⎪ ∂ ∂ ∂

⎨
∂ ∂ ∂⎪ = +⎪ ∂ ∂ ∂⎩

σ σ σ

σ σ σ

 

其中， 

2
22

2

2
3

2 2

2

2 2 2 2 2

3 3
3

tan 3 3 sec 3

3 3 tan 3
2cos3

2            

1

cos

33
2 cos3

mc

mc

C K K K

C K K

K

KK
K m c

J J

θ θ θ
θ θθ

θ θ
θθσ θ

σ
σ θ

α α σ θσ
θσ ϕ

θ σ
σσ θ

⎧ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂∂⎝ ⎠

⎡ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
= − +⎢ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂∂⎝ ⎠⎣

∂ ∂ ⎤
⎨ ⎥∂ ∂ ⎦
∂ − ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠+

∂∂ − ∂⎛ ⎞= −⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

σ σ

σ σ

σ

σ σ σ

σ σ σ

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

 

2
3
2

1
3

2
2 2
2 2 4 6
2 4 2 6 6
4 2 2 6 6 6

x y z

z y x z

y x z x y

xy xy xy z

xz xz xz yz y

yz yz yz xz xy x

J

s s s
s s s s sym
s s s s s

s
s

s

τ τ τ
τ τ τ τ
τ τ τ τ τ

∂
= ⋅

∂
− −⎡ ⎤

⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥

− −⎢ ⎥
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥

− −⎢ ⎥⎣ ⎦

σ

 

2

2

2

2

2

2 2

2

2 2 2

2

2 2 2 2

2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

1

1
3 4
1 1
6 34 4
1 1 1
6 6 34 4 4

1
2 2 2

1
2 2 2

1
2 2 2

x

x y y

y zx z z

xy x xy y xy z xy

xz y xz xyxz x xz z xz

yz x yz y yz z yz xy yz xz

s

s s s
sym

s ss s s

s s s

ss s

s s s

σ
σ

σ

σ σ

σ σ σ
τ τ τ τ
σ σ σ σ

τ τ ττ τ τ
σ σ σ σ σ

τ τ τ τ τ τ τ τ
σ σ σ σ σ

∂
= ⋅

∂

−

− − −

− − − − −

− − − −

− − − − −

− − − − − −

σ

2

2
yz

σ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

4.4  奇异点的处理 
在程序的编制中，应注意对奇异点的处理，从

上述公式可以看出，当 θ = 30°时， 2C ′、 3C ′、 2C 、

3C 、
θ∂
∂σ

、
α∂
∂σ

、 2C∂
∂σ

和 3C∂
∂σ

均为无穷值，这使数

值计算遇到了困难，采取的方法是当 θ 趋于 30°

时，令 2C ′、 3C ′、 2C 、 3C 、
θ∂
∂σ

、
α∂
∂σ

、 2C∂
∂σ

和 3C∂
∂σ

均为 0。 

5  UMAT 二次开发 

ABAQUS提供了用FORTRAN语言编写的子程

序接口，供用户二次开发之用。UMAT子程序用来

定义材料的物理特性，在每一个增量歩的末尾，应

力和与求解相关的状态变量需要更新，该子程序也

可以与另一个用户子程序USDFLD结合起来进行场

变量的更新，例如进行损伤分析等。在UMAT中，

通过迭代获得真实应力以及弹性、塑性应变，从而

更新硬化参量及体积模量与剪切模量等状态变量，

通过DDSDDE数组提供材料本构模型的Jacobian矩
阵，即应力增量对应变增量的变化率[7]。 

UMAT 子程序主要包括以下几个部分：子程序

定义语句、参数说明、用户定义的局部变量说明、

用户编写的主体语句、子程序返回和结束语句。

UMAT 子程序流程如图 5 所示。 
 

 
图 5  UMAT 子程序分析流程图 

Fig.5  Flow chart of UMAT 

 
ABAQUS 主程序调用 UMAT 子程序进行求解

的过程如下： 
第 1 步：在载荷步 n开始时，ABAQUS 主程序
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提供应力张量 nt σ 、总应变 nt ε、总应变增量 nt ∆ε以
及时间增量 t∆ ，这四个值传入 UMAT 子程序。 

第 2 步，计算弹性试探应力，根据隐式向后欧

拉算法计算塑性参数，通过迭代将应力拉回到屈服

面，并计算一致切线刚度 ctD ，即 Jacobian 矩阵，

计算应力增量 nt∆ = ∆J εσ ，并更新应力 nt t+∆ =σ  
nt + ∆σ σ 。 

第 3 步：在 1nt + 时刻，ABAQUS 主程序采用

Newton-Raphson 进行平衡迭代，如果计算结果收

敛，进行下一步增量， 1n n= + ；否则，减小该步

时间增量 t∆ 直到计算结果收敛。 

6  算  例 

开发了基于修正 Mohr-Coulomb 本构模型的

UMAT 本构程序，经编译调试后对室内常规岩石力

学试验进行有限元分析，并与 ABAQUS 内嵌的

Mohr-Coulomb 模型的计算结果相比较，以测试

UMAT 程序的计算能力、精度和效率。 
6.1  常规三轴压缩试验 

圆柱体高度为 100 mm，直径为 50 mm，沿模

型垂直方向施加竖向位移 5 mm。材料参数如下：

弹性模量为 300 MPa，泊松比为 0.25，内摩擦角为

18°，黏聚力为 0.3 MPa。 
 

 
图 6  三轴压缩试验分析模型 

Fig.6  Finite element model for triaxial test 

 
从图 7～10 中计算结果的对比可以发现，采用

UMAT 时屈服应力稍小于 ABAQU 内嵌 Mohr- 
Coulomb 模型的计算结果，这是因为修正 Mohr- 
Coulomb准则的屈服面在Mohr-Coulomb准则内侧，

是后者的拟合，所以屈服应力稍微小一些。 
6.2  单轴拉伸试验 

计算模型同上，沿模型垂直方向施加拉伸方向

的位移，所施加的竖向位移为 2 mm，计算结果如

图 11 所示，可以看出，在 0.05m = 时，UMAT 的计

算结果与 ANAQUS 的计算结果非常接近，m 值越 

 
图 7  非关联情况下单轴应力-应变关系 

Fig.7  The stress-strain curves of uniaxial  
compression test with non-associated flow 

 

 
图 8  关联情况下单轴应力-应变关系 

Fig.8  The stress-strain curves of uniaxial  
compression test with associated flow 

 

 
图 9  非关联情况下围压为 3 MPa 时应力-应变关系曲线 

Fig.9  The stress-strain curves under confining  
pressure of 3 MPa with non-associated flow 

 

 
图 10  关联情况下围压为 3 MPa 时应力-应变关系曲线 

Fig.10  The stress-strain curves under confining  
pressure of 3 MPa with associated flow 
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接近 0，两者的计算结果越相近；当 0.2m = 时，采

用 UMAT 程序计算，单元更早进入塑性状态，屈服

应力比ABAQUS内嵌Mohr-Coulomb模型的计算结

果要小，前者屈服应力为 0.353 MPa，后者屈服应

力为 0.434 MPa，由于岩石的抗拉强度远小于抗压

强度。所以，通过调整m 值的大小可以实际反映岩

石的抗拉性质，在受拉状态下，UMAT 程序的计算

结果更接近实际情况。 
 

 
(a) m=0.05 

 

 
(b) m=0.2 

 
图 11  单轴拉伸情况下的应力-应变曲线 

Fig.11  The stress-strain curves of uniaxial tensile test 

7  结  论 

本文建立了考虑最大拉应力准则的修正 Mohr- 
Coulomb 模型，以 ABAQUS 软件为平台，采用完

全隐式欧拉回映算法编制了 UMAT 本构程序，并通

过压缩和单轴拉伸数值试验验证了程序算法的正确

性和可靠性；另外，为了描述软岩的软化行为，可

将损伤引入到修正的 Mohr-Coulomb 准则中，修改

相应的 UMAT 本构程序，即可实现岩土介质弹塑性

损伤计算，由于篇幅的限制，具体数值实施过程将

另文进行详细介绍，具体见文献[14]。 
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