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基于边界元法的边坡矢量和稳定分析 
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摘  要：矢量和法物理力学意义明确，计算简单，且能根据边坡当前的应力分布状态合理地评价其整体稳定性状态。其中边

坡的应力状态通常是采用有限元法来求解。由于边界元法具有研究问题降阶、离散化带来的误差值仅产生在边界以及计算量

小等优点，在工程中得到了广泛应用；对于平面问题，以源点作为原点，以所积分单元的切向和法向为坐标轴建立局部坐标

系，对于线性单元可以得到所有积分的解析解。因此，可以得到计算区域内部任意点的场变量的解析解，这就保证了位于边

界附近区域场变量的精度。利用边界元法得到二维边坡体内连续的应力分布状态，使用矢量和法对该边坡进行稳定性分析，

并且与基于有限元的矢量和法、极限平衡法进行对比分析。边坡圆弧滑面和折线滑面的计算结果表明，基于边界元法得到的

矢量和安全系数和基于有限元的矢量和法、极限平衡法基本一致；边界元法对应的矢量和安全系数对边界单元尺寸不敏感。 
关  键  词：矢量和法；有限元法；边界元法；解析解；极限平衡法；安全系数 
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Abstract: The vector sum method (VSM) has clear physical and mechanical definition, simple calculation and gives reasonable 
assessment of whole stability according to slope stress distribution; and the stress distribution are usually obtained by finite element 
method (FEM). The boundary element method (BEM) has gotten extensive application to engineering because of reduced order, 
discretization error only on the boundary and low computational complexity. For plane problem, using the source point serving as 
origin, the tangent and normal direction of integral element to establish local coordinate system, analytical solutions are obtained for 
all integrals of linear element. Therefore, analytical solutions for the variables in the region calculated can be acquired; and it 
guarantees the accuracy and continuity of the variables of region near the border. Using the stress distribution of two-dimensional 
slope obtained by BEM, together with VSM, the slope stability can be analyzed; the results obtained are compared and analyzed with 
the VSM based on FEM and the limit equilibrium method (LEM). The results of circle and fold line slip surface slopes show that the 
vector sum safety factor based on BEM is very close to the VSM based on FEM and LEM; the vector sum factor of safety based on 
BEM is not sensitive to boundary element size. 
Key words: vector sum method; finite element method; boundary element method; analytical solutions; limit equilibrium method; 
safety factor 
 

1  引  言 

边坡稳定分析是一个相对古老，而又十分重要

的工程和学术课题。目前，研究边坡稳定性已有很

多方法，归纳起来主要有极限平衡法、极限分析法、

有限元法和滑移线场法。其中广泛使用的是极限平

衡法和有限元法。极限平衡法是将滑坡体划分为若

干垂直的土条，然后建立作用在这些垂直土条上力

的平衡方程式，计算出极限状态下的抗剪强度与实

际剪应力之比，即为安全系数。稳定系数最小的剪

切面就是最危险滑动面。目前，极限平衡法的主要

方法有瑞典圆弧法、Bishop 法、Morgenstern-Price
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法、Spencer 法、Sarma 法等。极限平衡法中各种方

法之间的区别仅仅在于对相邻条块件的内力作何假

定，也就是如何增加已知条件将超静定问题变为静

定问题。这些假设的条件不同，所满足的平衡条件

也不相同[1]。与极限平衡法相比，有限单元法全面

满足静力许可、应变相容和应力-应变之间的本构关

系。同时，因为是采用数值分析方法，适于处理非

线性、非均质和复杂边界等问题，因此是比较理想

的分析边坡应力、变形和稳定的手段[2]。2l 世纪初，

国内学者开始致力于有限元强度折减法在边坡稳定

分析中应用的研究。随着计算精度的提高，这种方

法受到国内岩土工程界和设计部门的广泛关注：一

方面，扩大了有限元极限分析法的应用范围；另一

方面，也开始被一些工程设计部门实际采用。 
由于力的矢量特征，抗滑稳定分析就应该在力

的矢量特征上进行稳定性分析，因此，基于力的矢

量特征意义下的安全系数定义应该更合理一些。矢

量和分析法最早是由葛修润提出的，即根据极限抗

滑合力矢与下滑合力矢，在边坡整体下滑趋势方向

上进行投影来计算安全系数。矢量和法可以配合有

限元方法和极限平衡方法来求解安全系数，目前常

用的方法是在有限元计算得到的当前应力场基础

上，分析潜在滑面应力状态来求解[3－5]。 
近年来，边界元法得到了广泛的应用，其存在

的各种问题逐渐被科研工作者解决。针对边界元法

中的“边界层效应”[6]，作者采用了一种纯数学的方

法解决了当源点靠近边界时求解应力场出现的近奇

异问题。因此，本文在边界元法中采用这种方法求

解边坡内部的连续应力场的分布，使用矢量和法对

其固定滑面进行稳定性分析，并且与基于有限元的

矢量和法、极限平衡法进行了对比分析。 

2  边界元法求解边坡内部的应力场 

2.1  背景介绍 
边界元法是在有限元法之后发展起来的一种较

精确有效的工程数值分析方法，又称边界积分方  
程——边界元法。它以定义在边界上的边界积分方

程为控制方程，通过对边界离散插值，化为代数方

程组求解。边界元法使研究问题降阶、离散化带来

的误差值仅产生在边界，并具有计算量小等优点，

所以越来越受到工程师的青睐[7]。 
边界元法中常规积分常采用高斯积分。但当源

点和边界距离较小时，采用高斯积分就会导致计算

结果精度大大降低，甚至得到错误的结果，这种现

象称为“边界层效应”[7]。针对上述问题，科研工作

者做出了很大努力，提出了多种处理方法[7－11]。文

献[11]给出了各种方法的简单介绍。但至今这些方

法都没有得到广泛的应用，主要是因为公式的复杂

性、局限性。 
作者采用了一种纯数学的方法解决了边界元法

中当源点靠近边界时求解应力场出现的近奇异问

题。下面给以简单的介绍。 
2.2  二维弹性问题的积分公式 

在不考虑体力的情况下，对应于边界上的一点

i ，二维弹性问题的边界积分方程为[12] 
* * *d d di i

V
V

Γ Γ
Γ Γ+ = +∫ ∫ ∫C U P U U P U B   （1） 

式中： iC 为一系数矩阵； iU 为边界上点 i 的位移向

量；U 和 P 分别为边界上任意一点的位移和面力向

量； *P 和 *U 分别是以基本解 *
lkP 和 *

lkU 为元素的矩

阵，具体各参数的含义可参考文献[12]。 
区域内任意点 p 的位移和应力可由边界位移

和面力的积分形式表达： 

p * *d di ij j ij jΓ Γ
Γ Γ= −∫ ∫U U P P U       （2） 

p d dij kij k kij kΓ Γ
Γ Γ= −∫ ∫D P S Uσ      （3） 

式中：Dkij、Skij 分别为 *
ijU 和 *

ijP 的梯度场函数的线

性组合。 
由于基本解 *

ijU 和 *
ijP 中含有 1/r 项，在 Dkij 和

Skij 中必然会出现1/ rα (α 根据具体问题来取值)。在
源点靠近的边界单元上，上述各项若采用常规的数

值积分（高斯积分），就会使计算结果精度大大降低。

下面就在局部坐标系下研究这些问题。 
2.3  局部坐标系 

假设在全局坐标系 x oy′ ′中有一源点 p 和单元

12。以源点 p 为原点，以所积分单元的法向 n 为 y
轴、切向为 x 轴建立局部坐标系 xy ，如图 1 所示，

则 x 轴平行于该单元。 
 

 
图 1  局部坐标系 

Fig.1  Local coordinate system 
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从图 1 可以看出，在局部坐标系下单元12上的

各点具有相同的的纵坐标，这样原点 p 到积分单元 

上任意点的距离就可以表示为 ( )22
0r x y= + ，其 

中 x 代表积分单元上任意点的横坐标。 
这样经过局部坐标变换，积分中的被积函数将

表示为变量 x 的表达式，该特性将大大简化下面的

积分过程。 
2.4  局部坐标系下的边界积分 

以式(3)中的积分 dkij kΓ
Γ∫ S U 涉及的 111 1dS

Γ
ϕ Γ∫

为例，其余各项与之类似。 
如图 1 所示，单元12的长度为 

2 2
2 1 2 1( ) ( )L x x y y′ ′ ′ ′= − + −       （4） 

记 
cos( , ) cos( , )
cos( , )
cos( , )

a x x y y
b x y
c x y

′ ′= = ⎫
⎪′= ⎬
⎪′= ⎭

      （5） 

则 
0yr

n r
∂

=
∂

             （6） 

, , ,x x y
r r x r yr ar br
x x x y x′
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= = + = +
′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂

    （7） 

, , ,y x y
r r x r yr cr ar
y x y y y′
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= = + = +
′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂

    （8） 

自然坐标系下，从点 1 到单元上任意点的长度 
1

2
LξΓ +

= ，因为 2 1 1

2 1
x x x x

ξ
− −

=
+

，所以，有： 

1

2 1 2 1

,  d dx x LL x
x x x x

Γ Γ
−

= =
− −

     （9） 

至此，可以得到积分 111 1dS
Γ

ϕ Γ∫ 在单元12上的

解析解： 

( )
( ) ( )

2

1

3 2
111 1 0 ,1 ,1 1 ,1 12

2 0 1 1 2 1 3

1d 2 4 2

         d 2 2

x

x

rS C r r n r n
nr

x x x C M n M n M

Γ
ϕ Γ ∂⎡ ⎤= − + + ⋅⎢ ⎥∂⎣ ⎦

− = + +

∫ ∫  

                                       （10） 

式中：
( )( )0 2

2 12π 1
iG

C
x x

Γ
ν

=
− −

， 1n 为全局坐标系下 

单元的外法向和横坐标的夹角余弦，且 1n b= ，
2 2 1a b+ = 。 

1 4a bM T T= −              （11） 
2 2

2 2C A BM a Q abQ b Q= + +        （12） 

2 2
3

0 1

1 ln
2a

x D
M S

y D
= −          （13） 

这里，有： 
a A BT aQ bQ= +          （14） 

3 2 2 2 3 3 4
0 0 0 03 3b A B C DT a y L a by L ab y L b y L= + + +  （15） 

其中： 

( )0 2 1

1

2
02

0

2 2

 
2 2

a
A

a
B D A

y x x S
Q

D

S yxQ D D
y

− ⎫
= − ⎪

⎪
⎬

⎛ ⎞ ⎪= + +⎜ ⎟ ⎪⎝ ⎠ ⎭

    （16） 

2 1

0 0

arctan arctana
x x

S
y y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
    （17） 

( )2 2
0 1,2i iD x y i= + =        （18） 

2 2
2 1 2 1

2 1 2 1
2 2

2 12 1

1 1 1 1,  
( ) ( )

,   
( ) ( )

A B

C D

D D
D D D D

x x x xD D
D DD D

⎫= − = − ⎪⎪
⎬
⎪= − = −
⎪⎭

  （19） 

( )

2
0 1 2 2 2 1

2
0 2 11

2
02 2

2
00

2 1
2 2

001

2
2 2

00 0

3 4 51
4 8 8( )

4 2 48

1
84

3
44 2

a
A

a A
B D C B

a
C D

a B
D C D

y Sx x x x xL
y D DD

S yx x DL D D D
yy

Sx x
L D

yyD

Sx DL D D
yy y

⎫⎛ ⎞− −
= − + + ⎪⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎪
⎪⎛ ⎞ ⎪= + − + −⎜ ⎟ ⎪⎝ ⎠ ⎪
⎬⎛ ⎞− ⎪= − +⎜ ⎟ ⎪⎝ ⎠ ⎪
⎪⎡ ⎤⎛ ⎞
⎪= + + +⎢ ⎥⎜ ⎟
⎪⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎭

 （20） 

这样，上述积分就完全转化为解析表达式。 
至此，可以得到位于边界附近区域场变量的解

析解，这为下一步工作奠定了基础。 

3  边坡平面问题的矢量和分析法 

边坡稳定性安全系数 K 最原始的定义为潜在

滑动面上总的抗滑能力 R 与总的下滑能力T的比

值，即 
RK
T

=               （21） 

由于抗滑力与下滑力都是矢量，所以式（21）
中对抗滑力与下滑力的求和都应该是矢量的求和。

因此，最经典抗滑稳定安全系数K的概念和定义应

该是：坡体在受各种荷载（包括自重）作用条件下，

潜在滑动面所能提供的极限抗滑力的“总和”与作用

在潜在滑动面上滑动力的“总和”之比[4]。这样的定

义是非常直观和朴实的。 
3.1  矢量和法中整体下滑趋势方向 

矢量和分析方法中最关键的是求解边坡整体下

1973
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滑趋势方向和当前外部荷载条件下的应力状态。边

坡体当前应力状态可由有限元、边界元等数值方法

得到。关于边坡整体下滑趋势方向的确定，文献[13]
进行了专门的讨论，并给出了确定边坡整体下滑趋

势方向的合理方法，即通过潜在滑面各点极限抗滑

剪力沿潜在滑面积分得到的单位方向的反方向，这

样才能合理地确定边坡的整体下滑趋势方向。基于

矢量和方法的边坡临界滑面搜索结果[14]，表明了该

方法在边坡稳定性分析中的合理性和适用性。 
3.2  矢量和法安全系数表达式 

对于二维边坡矢量和分析方法，文献[4]给出了

矢量和法安全系数的标量表达式，文献[13－14]给
出了其矢量表达式。为避免重复，在此只给出矢量

和法安全系数最终的矢量表达式，具体公式推导可

参考上述文献。矢量和法安全系数可由式（21）表

示，其中 R、T 可表达为 

s
ˆ( )d

S
R S′= −∫ dσ             （22） 

s
ˆ( )d

S
T S= ⋅∫ dσ             （23） 

式中： sσ 为滑面上任一点 A 对基岩的应力矢量； s′σ
为基岩上对应的 A′点对滑面的最大抗滑应力矢量；

d̂ 为边坡整体下滑趋势方向； S 为潜在滑面。 

4  计算实例 

为了便于比较，采用极限平衡法（采用其中的

M-P 法）搜索得到的滑面为基础，使用 3 种数值方

法进行安全系数的比较。其中基于有限元法得到的

边坡应力分布采用大型有限元软件 ABAQUS 计算

得到，边界元法得到的边坡应力分布采用自己编制

的程序来实现，其中关于边坡内部应力的计算采用

了前面介绍的方法，同时分析边坡在弹性、弹塑性

应力状态下矢量和法安全系数的变化和边界单元长

度大小对计算结果的影响。 
4.1  圆弧滑动面 

（1）材料参数及计算模型 
此例参考文献[15]。边坡材料参数黏聚力 c =  

58.86 kPa，摩擦角ϕ = 11.31°，重度 γ = 19.62 kN/m3，

弹性模量和泊松比分别为 E = 80 MPa、ν = 0.43。边

界条件为底部约束，两侧面法向约束，边坡只受重

力作用。边坡模型尺寸如图 2 所示。有限元计算采

用 4 节点单元，共划分 19 673 个单元。边界元计算

时边界单元长度取 10 m。 
（2）两种应力状态下的矢量和法分析 
矢量和法是基于边坡当前应力状态和整体下滑

趋势方向的分析方法，边坡体在不同的应力状态下

计算得到的矢量和法安全系数应有所不同。采用有

限元法对该算例进行应力分析，分别计算边坡体在

弹性和理想弹塑性本构关系下的应力分布状态，并

在此基础上分别求解矢量和法安全系数和整体下滑

趋势方向角（参考文献[14]），计算结果见表 1。结

果表明，在有限元弹性及弹塑性应力状态下矢量和

法安全系数和方向角基本一致。 
 

 
图 2  模型尺寸及滑面位置（单位：m） 

Fig.2  Size of the model and the location of slip  
surface (unit: m) 

 
表 1  两种应力状态下的矢量和法分析 

Table 1  Vector sum method analysis under two  
stress states 

安全系数 方向角/(°) 
弹性 弹塑性 弹性 弹塑性 

1.358 1.356 13.817 13.832 

 
（3）3 种计算方法得到的安全系数 
为了验证矢量和方法在边坡稳定性分析中的可

靠性，分别采用极限平衡法、矢量和法结合有限元

法、矢量和法结合边界元法对该算例进行稳定性分

析。由表 1 可知，矢量和法在边坡弹性应力状态下

与理想弹塑性应力状态下求解得到的安全系数及整

体下滑方向基本一致。为了简化计算，这里的矢量

和结合有限元法及结合边界元法只考虑边坡的弹性

应力状态，即采用有限元及边界元对边坡体进行弹

性应力计算，并在此应力分布的基础上求解矢量和

法安全系数及整体下滑趋势方向，计算结果见表 2。
计算结果表明，3 种不同的方法得到的安全系数差

别不大，以极限平衡法得到的安全系数为标准，则

矢量和法结合有限元法与结合边界元的相对误差分

别为 0.15%、3.65%。 
 

表 2  3 种计算方法得到的安全系数 
Table 2  Safety factors with three methods 
计算方法 安全系数 方向角/(°) 

极限平衡法（M-P） 1.360  
有限元法+矢量和法 1.358 13.817 
边界元法+矢量和法 1.410 13.711  
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（4）边界单元长度的敏感性分析 
为了考察边界元法分析时单元尺寸对矢量和法

安全系数的影响，对不同的边界尺寸进行了应力分

析，并得到了矢量和法安全系数及整体下滑方向，

计算结果见表 3。结果表明，单元边界尺寸越小，

得到的边坡体应力状态就越精确，矢量和法安全系

数随着边界尺寸的减小而减小，并逐渐接近于极限

平衡法得到的安全系数。 
 

表 3  不同单元长度下的安全系数 
Table 3  Safety factors with different element lengths  

边界单元长度/m 安全系数 方向角/(°) 
40 1.420 13.706 0 
20 1.412 13.715 0 
10 1.409 13.711 5 
5 1.408 13.708 5 

 
4.2  折线滑动面 

（1）材料参数及计算模型 
此例参考文献[16]。边坡剖面几何特征和材料

特性见表 4、5。模型尺寸及滑面位置如图 3 所示。

有限元计算时采用 4 节点单元，共划分 4 855 个单

元。边界元计算时边坡单元长度取 2 m。 
 

表 4  滑面控制点坐标 
Table 4  Coordinates of control points for sliding surface  

X/m Y/m 

41.85 27.75 

44.00 26.50 

63.50 27.00 

73.31 40.00 

 
表 5  边坡材料参数 

Table 5  Material parameters for slope  

土层编号 
c 

/kPa 
ϕ 

/(°) 
γ 

/(kN/m3) 
E 

/kPa 
ν Ko 

1# 28.5 20.0 18.84 6.0×104 0.25 0.65

2# 0.0 10.0 18.84 2.0×103 0.25 0.65

 

 
图 3  模型尺寸及滑面位置（单位：m） 

Fig.3  Size of the model and the location of slip surface 

（2）两种应力状态下的矢量和法分析 
与算例 1 相似，采用有限元算法计算边坡在弹

性及弹塑性本构关系下的应力分布状态，并计算矢

量和法安全系数及下滑方向角，结果如表 6 所示。 
 

表 6  两种应力状态下的矢量和法分析 
Table 6  Vector sum method analysis under two stress states 

安全系数 方向角/(°) 
弹性 弹塑性 弹性 弹塑性 

1.221 1.204 31.562 31.317 

 
（3）3 种计算方法得到的安全系数 
同算例 1，分别采用 3 种方法对该算例进行计

算，得到的安全系数见表 7。若以极限平衡法为标

准，则矢量和法结合有限元及边界元得到的矢量和

法安全系数的相对误差分别为 3.16%、3.69%。 
 

表 7  3 种计算方法得到的安全系数 
Table 7  Safety factors with three methods 
计算方法 安全系数 方向角/(°) 

极限平衡法（M-P） 1.261  
有限元法+矢量和法 1.221 31.306 
边界元法+矢量和法 1.214 32.367 

 
（4）边界单元长度的敏感性分析 
同算例 1，在矢量和结合边界元分析时，考察

了不同的边界单元尺寸对矢量和法安全系数的影

响，计算结果见表 8。 
 

表 8  不同单元长度下的安全系数 
Table 8  Safety factors with different element lengths 
边界单元长度/m 安全系数 方向角/(°) 

10 1.252 32.651  
5 1.225 32.593 
2 1.214  32.367 

1 1.211 32.338 
 

5  结果分析 

通过以上两个算例的比较，可以得出以下结论： 
（1）基于边界元法的矢量和法安全系数与基于

有限元的安全系数、极限平衡法安全系数基本一致，

因此，基于边界元法的矢量和安全系数是合理的和

可靠的。 
（2）表 1 和表 6 表明，边坡矢量和法安全系数

在弹性和弹塑性状态下基本一致，且弹性状态下得

到的安全系数稍大于弹塑性应力状态下得到的安全

系数。这是因为矢量和法安全系数的定义是抗滑力

和滑动力在整体下滑趋势方向上的投影比值。边坡
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在重力或者外界荷载的作用下，对于边坡体内任一

滑面，滑面上所受到的合力(滑动力)是与自重等外

荷载相平衡的。滑面无论处于弹性应力状态或弹塑

性应力分布状态，沿滑面上的整体滑动力是不变的。

如果整体下滑趋势方向是固定的，则滑动力在整体

下滑趋势方向上的投影也是不变的。弹塑性应力状

态只不过是在弹性应力状态基础上对不满足剪切强

度准则部分的剪应力向周围区域不断转移的结果，

而在滑面剪应力调整的过程中滑面上任意点的法向

应力变化很小，所以沿滑面上的整体抗滑力的变化

也很小，从而两种应力状态下矢量和安全系数的变

化是很小的。因此，在边坡矢量分析中可以使用简

单的弹性计算得到边坡体在各种荷载作用的抗滑稳

定性安全系数。 
（3）表 3 和表 8 的结果表明，边界单元尺寸的

大小对安全系数的影响很小。这样，计算边坡安全

系数就不需要花大量的时间考虑单元尺寸的选取，

大大简化了计算过程，提高了工作效率。 

6  结  语 

边界元法具有降阶、离散化带来的误差值仅产

生在边界和计算量小等优点，矢量和法物理力学意

义明确，计算简单。将边界元法用于求解边坡的场

变量，利用矢量和法求解边坡的安全系数，这种方

法具备了二者的优点，为工程界计算边坡抗滑稳定

性安全系数提供了一种新的方法。 
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