
书书书

计 算 机 研 究 与 发 展 ＤＯＩ：１０．７５４４?ｉｓｓｎ１０００－１２３９．２０１７．２０１７０１５５
Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｃｏｍｐｕｔｅｒ　Ｒｅｓｅａｒｃｈ　ａｎｄ　Ｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔ　 ５４（８）：１６４４－１６５４，２０１７

　收稿日期：２０１７－０３－１７；修回日期：２０１７－０５－１５

　基金项目：国家自然科学基金项目（６１１７０３０５，６１６７２０２４，４１４７２２８８）；河南省高等学校重点科研项目计划（１７Ａ５２００４６）

Ｔｈｉｓ　ｗｏｒｋ　ｗａｓ　ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ　ｂｙ　ｔｈｅ　Ｎａｔｉｏｎａｌ　Ｎａｔｕｒａｌ　Ｓｃｉｅｎｃｅ　Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ　ｏｆ　Ｃｈｉｎａ（６１１７０３０５，６１６７２０２４，４１４７２２８８）ａｎｄ　ｔｈｅ　Ｋｅｙ

Ｒｅｓｅａｒｃｈ　Ｐｒｏｇｒａｍ　ｉｎ　Ｈｉｇｈｅｒ　Ｅｄｕｃａｔｉｏｎ　ｏｆ　Ｈｅｎａｎ　Ｐｒｏｖｉｎｃｅ（１７Ａ５２００４６）．

　通信作者：董文永（ｄｗｙ＠ｗｈｕ．ｅｄｕ．ｃｎ）

求解大尺度优化问题的学生ｔ－分布估计算法

王豫峰１，２
　董文永１

　董学士１
　王　浩３

１（武汉大学计算机学院　武汉　４３００７２）
２（南阳理工学院软件学院　河南南阳　４７３０００）
３（岩土力学与工程国家重点实验室（中国科学院武汉岩土力学研究所）　武汉　４３００７１）

（ｗａｎｇｙｕｆｅｎｇ＠ｗｈｕ．ｅｄｕ．ｃｎ）

Ａｄａｐｔｉｖｅ　Ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ　ｏｆ　Ｓｔｕｄｅｎｔｓ　ｔ－Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ　Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ　ｆｏｒ　Ｌａｒｇｅ－Ｓｃａｌｅ　Ｇｌｏｂａｌ
Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ

Ｗａｎｇ　Ｙｕｆｅｎｇ１，２，Ｄｏｎｇ　Ｗｅｎｙｏｎｇ１，Ｄｏｎｇ　Ｘｕｅｓｈｉ　１，ａｎｄ　Ｗａｎｇ　Ｈａｏ３
１（Ｃｏｍｐｕｔｅｒ　Ｓｃｈｏｏｌ，Ｗｕｈａｎ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｗｕｈａｎ　４３００７２）
２（Ｓｏｆｔｗａｒｅ　Ｓｃｈｏｏｌ，Ｎａｎｙａｎｇ　Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ　ｏｆ　Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｎａｎｙａｎｇ，Ｈｅｎａｎ４７３０００）
３（Ｓｔａｔｅ　Ｋｅｙ　Ｌａｂｏｒａｔｏｒｙ　ｏｆ　Ｇｅｏｍｅｃｈａｎｉｃｓ　ａｎｄ　Ｇｅｏｔｅｃｈｎｉｃａｌ　Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ （Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ　ｏｆ　Ｒｏｃｋ　ａｎｄ　Ｓｏｉｌ　Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ，Ｃｈｉｎｅｓｅ

Ａｃａｄｅｍｙ　ｏｆ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ），Ｗｕｈａｎ　４３００７１）

Ａｂｓｔｒａｃｔ　Ｉｎ　ｔｈｉｓ　ｐａｐｅｒ，ａｎ　ａｄａｐｔｉｖｅ　ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｓｔｕｄｅｎｔｓ　ｔ－ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ　ａｌｇｏｒｉｔｈｍ （ＥＤＡ－ｔ）ｉｓ
ｐｒｏｐｏｓｅｄ　ｔｏ　ｄｅａｌ　ｗｉｔｈ　ｔｈｅ　ｌａｒｇｅ－ｓｃａｌｅ　ｇｌｏｂａｌ　ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ　ｐｒｏｂｌｅｍｓ．Ｔｈｅ　ｐｒｏｐｏｓｅｄ　ａｌｇｏｒｉｔｈｍ　ｃａｎ　ｎｏｔ
ｏｎｌｙ　ｏｂｔａｉｎ　ｏｐｔｉｍａｌ　ｓｏｌｕｔｉｏｎ　ｗｉｔｈ　ｈｉｇｈ　ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ，ｂｕｔ　ａｌｓｏ　ｒｕｎ　ｆａｓｔｅｒ　ｔｈａｎ　ＥＤＡ　ａｎｄ　ｔｈｅｉｒ　ｖａｒｉａｎｔｓ．Ｉｎ
ｏｒｄｅｒ　ｔｏ　ｒｅｄｕｃｅ　ｔｈｅ　ｎｕｍｂｅｒ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ｉｎ　ｓｔｕｄｅｎｔｓ　ｔ－ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ，ｗｅ　ａｄａｐｔ　ｉｔｓ　ｃｌｏｓｅｄ－ｆｏｒｍ　ｉｎ
ｌａｔｅｎｔ　ｓｐａｃｅ　ｔｏ　ｒｅｐｌａｃｅ　ｉｔ，ａｎｄ　ｕｓｅ　ｔｈｅ　ｅｘｐｅｃｔａｔｉｏｎ　ｍａｘｉｍｉｚａｔｉｏｎ　ａｌｇｏｒｉｔｈｍ　ｔｏ　ｅｓｔｉｍａｔｅ　ｉｔｓ　ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ．
Ｔｏ　ｅｓｃａｐｅ　ｆｒｏｍ　ｌｏｃａｌ　ｏｐｔｉｍｕｍ，ａ　ｎｅｗ　ｓｔｒａｔｅｇｙ　ａｄａｐｔｉｖｅｌｙ　ｔｕｎｅ　ｔｈｅ　ｄｅｇｒｅｅ　ｏｆ　ｆｒｅｅｄｏｍ　ｉｎ　ｔｈｅ　ｔ－
ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ　ｉｓ　ａｌｓｏ　ｐｒｏｐｏｓｅｄ．Ａｓ　ｗｅ　ｉｎｔｒｏｄｕｃｅ　ｔｈｅ　ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ　ｏｆ　ｌａｔｅｎｔ　ｖａｒｉａｂｌｅ，ｔｈｅ　ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ
ｃｏｓｔ　ｉｎ　ＥＤＡ－ｔ　ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔｌｙ　ｄｅｃｒｅａｓｅｓ　ｗｈｉｌｅ　ｔｈｅ　ｑｕａｌｉｔｙ　ｏｆ　ｓｏｌｕｔｉｏｎ　ｃａｎ　ｂｅ　ｇｕａｒａｎｔｅｅｄ．Ｔｈｅ
ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｓｈｏｗ　ｔｈａｔ　ｔｈｅ　ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ　ｏｆ　ＥＤＡ－ｔ　ｉｓ　ｓｕｐｅｒ　ｔｈａｎ　ｏｒ　ｅｑｕａｌ　ｔｏ　ｔｈｅ　ｓｔａｔｅ－ｏｆ－ｔｈｅ－ａｒｔ
ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙ　ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ　ｆｏｒ　ｓｏｌｖｉｎｇ　ｔｈｅ　ｌａｒｇｅ　ｓｃａｌｅ　ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ　ｐｒｏｂｌｅｍｓ．

Ｋｅｙ　ｗｏｒｄｓ　ｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃ　ＰＣＡ；ｓｔｕｄｅｎｔｓ　ｔ－ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ；ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ　ａｌｇｏｒｉｔｈｍ（ＥＤＡ）；

ｌａｒｇｅ　ｓｃａｌｅ　ｇｌｏｂａｌ　ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ（ＬＳＧＯ）；ｅｘｐｅｃｔａｔｉｏｎ　ｍａｘｉｍｉｚａｔｉｏｎ（ＥＭ）ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

摘　要　针对处理大尺度全局优化问题，提出一种基于自适应ｔ－分布的分布估计算法（ＥＤＡ－ｔ）．该算法

不仅求解效果良好，而且求解速度也比同类型算法快．其基本思想是：在迭代搜索过程，首先利用期望最

大化算法对演化种群进行概率主成分分析，然后根据得到的概率隐变量建立算法的概率模型，并通过ｔ－
分布自由度自适应方法，在算法收敛停滞时跳出局部最优．由于在构建模型时进行了数据降维，在不影

响算法求解精度的前提下，其计算开销得到了明显降低．通过和目前主流的演化算法在大尺度优化测试

函数上的仿真实验和分析，验证了所提算法的有效性和适用性．
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中图法分类号　ＴＰ３０１

　　分 布 估 计 算 法（ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ　ａｌ－
ｇｏｒｉｔｈｍ，ＥＤＡ）［１］，是元启发算法的重要分支之一．
它最开始被用于求解组合优化问题，后来扩展到求

解连续优化问 题．ＥＤＡ是 一 种 随 机 优 化 算 法，通 过

对有希望的候选解采样来建立概率模型，从而探索

潜在的解空间［２］．通过学习的模型（单变量模型、双

变量模型、多变 量 模 型、混 合 变 量 模 型），ＥＤＡ可 以

提取变 量 中 的 一 些 隐 藏 的 关 系［３］．例 如：ＰＢＩＬ［４］，

ＵＭＤＡＧ　ｃ［５］，ＭＩＭＩＣ［６］，ＢＭＤＡ［７］，ＢＯＡ［８］，ＩＤＥＡ［９］，

ＧＭＭ－ＥＤＡ［１０］等．它们都被成功应用到很多低维优

化问题中．
然而，当优化问题的维度增加时，由于问题变量

之间的强相关性和高复杂度，原始的元启发算法面

临着巨大的挑战．大尺度优化问题（ｌａｒｇｅ　ｓｃａｌｅ　ｇｌｏｂａｌ
ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＬＳＧＯ）极难被处理，主要有２方面原

因：１）维度灾难．随着问题维度的增长，搜索空间指

数级地增长．２）问题维度的增长导致问题的特性（多
峰、奇异 点 等）变 得 更 加 复 杂．比 如：Ｒｏｓｅｎｂｒｏｃｋ函

数在两维空间中是一个单峰问题，但是，随着问题维

度的增加，该 函 数 变 成 多 峰 问 题［１１］．当 问 题 的 维 度

增长时，ＥＤＡ的性 能 下 降 非 常 快．为 了 克 服 这 一 个

问题，一些ＥＤＡ的 变 体 算 法 被 提 出．Ｐｏｓｉｋ［１２］提 出

利用独立成分分析方法对原始坐标系进行变换的遗

传算法．Ｄｏｎｇ等 人［１３］提 出 一 种 基 于 模 型 复 杂 度 控

制的分布估计算法框架，它通过利用识别变量的弱

相关行进行子空间建模．Ｋａｂａｎ等人［１４］提出一种基

于随机投影的分布估计算法，它通过随机投影方式

对原始协方差矩阵进行压缩．
本文提出一种基于自适应ｔ－分布的分布估计算

法（ａｄａｐｔｉｖｅ　ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｓｔｕｄｅｎｔｓ　ｔ－ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＥＤＡ－ｔ）．ＥＤＡ－ｔ利用ｔ－分布的重尾特性

在全局搜索中探索更多的解空间．在整个演化过程

中，利用概率主成分分析方法学习当前最优种群的

主特征隐变量空间．在学习过程中，通过期望最大值

估计（ｅｘｐｅｃｔａｔｉｏｎ　ｍａｘｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＥＭ）算 法 代 替 原

来的特征值分解方法，来学习当前种群主特征值的

概率隐空间．根据得到的概率隐空间构建算法的概

率模型，从而减少生成模型的计算开销，并加快算法

收敛速度．通过对ｔ－分布自由度的自适应，帮助算法

在收敛停滞时跳出局部最优．本文提出的算法主要

有３点 创 新：１）由 传 统 的 基 于 高 斯 分 布 的ＥＤＡ算

法扩展到学生ｔ－分布；２）在概率模型参数的 估 计 方

面，采用ＥＭ 算 法 来 降 低 原 始ＥＤＡ估 计 参 数 的 复

杂度；３）由于学生ｔ－分布的自由度参数可以 控 制 分

布的形状，自适应调整该参数能够很好地解决基于

种群算法的“探索”与“开发”之间的矛盾．

１　相关工作

１．１　ＥＤＡ框架

ＥＤＡ从提出到现在，它的变体算法使用了很多

种不 同 的 概 率 模 型，也 有 很 多 种 实 现 方 法．但 是，

ＥＤＡ的基本框架可以总结如算法１所示．
算法１．ＥＤＡ的基本框架．
输入：种群大小Ｎ、种群选择数Ｋ；
输出：最优种群Ｐｏｐｇ．
①Ｐｏｐ０←ＩｎｉｔｉａｌＰｏｐ（Ｎ）；　?＊ 初试化种群，

随机生成Ｎ 个个体＊?
②Ｆ０←ｆ（Ｐｏｐ０）；　?＊求出Ｐｏｐ０ 每个个体的

函数值＊?
③ｒｅｐｅａｔ
④ 　ＰｏｐＳｅｇ－１←ｇｅｔＳｅｌｅｃｔｉｏｎＰｏｐ（Ｐｏｐｇ－１，Ｐｏｐｇ）；

?＊从上 一 代（ｇ－１）的 种 群 里 选 择 前 Ｋ
个个体＊?

⑤ 　ｐｇ（ｘ）＝ｐ（ｘ｜ＰｏｐＳｅｇ－１）；　?＊根据选择的

个体生成概率分布＊?
⑥ 　Ｐｏｐｇ←ｇｅｔＳａｍｐｌｅＰｏｐ（ｐｇ（ｘ））；　?＊根

据选择的个体生成概率分布＊?
⑦ 　Ｆｇ←ｆ（Ｐｏｐｇ）；　?＊求出Ｐｏｐｇ 每个个体

的函数值＊?
⑧ 　Ｐｏｐｇ←Ｃｏｍｂｉｎｅ（Ｐｏｐｇ－１，Ｐｏｐｇ）；　?＊根

据函数 值，将 种 群Ｐｏｐｇ－１，Ｐｏｐｇ 中 的 最

优个体进行合并＊?
⑨ｕｎｔｉｌ　ａ　ｓｔｏｐｐｉｎｇ　ｃｒｉｔｅｒｉｏｎ　ｉｓ　ｍｅｔ．
ＥＤＡ是一种随机优化算法，它通过对已找到的

可能解进行抽样，构建算法的概率模型，探测候选解

空间［２］．在算法１中，ＥＤＡ首先通过评估函 数 值 来

选择 最 优 个 体 组 成 种 群ＰｏｐＳｅｇ－１，根 据 种 群ＰｏｐＳｅｇ－１
学习概率模 型．然 后，基 于 学 习 到 的 概 率 模 型 生 成

Ｐｏｐｇ．最 后，将 新 生 成 的 种 群Ｐｏｐｇ 和 上 一 代 种 群

Ｐｏｐｇ－１的最优个体组成新的种群Ｐｏｐｇ．概率模型的

选择对于ＥＤＡ的性能影响非常大．
１．２　学生ｔ－分布

学生ｔ－分布是一 种 统 计 分 布．它 的 分 布 曲 线 呈

５４６１王豫峰等：求解大尺度优化问题的学生ｔ－分布估计算法



对称钟形形状，并且曲线的图形与它的自 由 度υ大

小有关．当υ比 较 小 的 时 候，ｔ－分 布 曲 线 中 间 较 低，
两侧尾部翘得较高；当υ增大时，分布曲线接近正态

分布曲线；当υ→＋∞时，ｔ－分 布 曲 线 即 为 标 准 正 态

分布曲线．合理利用ｔ－分布的这个重尾特性，能够设

计出一个非常好的概率模型．
假设ｘ是通过多元学生ｔ－分布Ｓ（ｘ｜μ，Σ，υ）生

成的Ｄ维随机变量：

Ｓ（ｘ｜μ，Σ，υ）＝
Γυ＋Ｄ（ ）２ ｜Σ｜－

１
２

（πυ）
Ｄ
２Γ υ（ ）２

×

１＋
（ｘ－μ）ＴΣ－１（ｘ－μ）［ ］υ

－
（υ＋Ｄ）
２
， （１）

其中，μ代表均值；Σ代表正定内积矩阵；υ代表自由

度，υ＞０；（ｘ－μ）ＴΣ－１（ｘ－μ）代表ｘ到μ 关于Σ 的

马氏距离的平方；Σ－１是矩阵Σ的逆；Γ（ｘ）代表伽马

函数．当υ＜２时，方差不存在．当υ＞２时，Συ?υ－２
就是协方差矩阵．正态分布Ｎ（μ，Σ）实 际 也 就 等 于

Ｓ（ｘ｜μ，Σ，∞）．

Ｆｉｇ．１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｔｈｅ　ｕｎｉｖａｒｉａｔｅ　Ｇａｕｓｓｉａｎ

ａｎｄ　Ｓｔｕｄｅｎｔｓ　ｔ－ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ
图１　单变量ｔ－分布和标准高斯分布对比图

为了更加清楚 地 理 解ｔ－分 布，我 们 给 出 不 同 自

由度下的单变量ｔ－分布和标准高斯分布的概率密度

函数图对比，如图１所示．其中，所有分布均值为０，
固定方差为１．从图１中可以看到，当自由度υ比较

小的时候，ｔ－分布比高斯分布的尾部更翘．从而导致

生成的个体比高斯分布有更高的概率远离均值，具

有较强的全 局 搜 索 能 力．在 求 解 多 峰 问 题 的 时 候，
更加容易逃离局部最优点，跳出停滞区．但是，它在

均值点的概率密度更低，意味着减少局部搜索时间，
局部微调能力降低．因此，ｔ－分布的重尾特性有利也

有弊．

２　ＥＤＡ－ｔ算法

本文提出一种新的求解大尺度优化问题的分布

估计算法．算法使用基于概率隐空间建立的 多 元ｔ－
分布模型代替传统的高斯分布模 型．通 过 对ｔ－分 布

的自由度调 整 来 控 制 算 法 搜 索 的 特 性．同 时，引 入

ＥＭ算 法 对 模 型 参 数 进 行 估 计．和 传 统 的ＰＣＡ 相

比，大大减少了计算过程中的时间复杂度．
２．１　概率主成分分析

传统的主 成 分 分 析 需 要 计 算 数 据 集 的 均 值μ
和协方差矩阵Σ，然后进行特征值分解，寻找矩阵Σ
的前Ｍ 个 最 大 特 征 值 所 对 应 的 特 征 向 量［１５］．而 在

计算特征值分解的时候，对Ｄ×Ｄ 矩阵进行特征值

分解的代价为Ｏ（Ｄ３）．当Ｄ 增大时，算法复杂度增

长特别快［１６］．
概率主成分分析可以视为概率隐变量模型的最

大似然解．其主要思想是：先根据隐变量的先验分布

ｐ（ｚ）中生成隐变量ｚ．然后，通过对隐变量ｚ进行线

性变换和附加噪声的方式生成观测数据点ｘ［１７］．噪

声服从给定隐变量下的数据变量的某个条件概率分

布ｐ（ｘ｜ｚ）．
ｐ（ｚ）＝Ｓ（ｚ｜０，Ｉ，θ）， （２）

其中，ｚ是一个Ｍ 维隐变量，Ｓ为学生ｔ－分布，θ为ｔ－
分布自由度，设置为固定值θ＝２０．

ｐ（ｘ｜ｚ）＝Ｓ（ｘ｜Ｗ　ｚ＋μ，σ
２Ｉ，υ）， （３）

Ｗ 是Ｄ×Ｍ 的因子载荷，μ为Ｄ 维样本均值，υ为ｔ－
分布的自由度．

ｘ＝Ｗ　ｚ＋μ＋ε， （４）

ε为Ｄ 维噪声变量．

ｐ（ε）＝Ｓ（ε｜０，Ｉ，θ）． （５）

式（４）中有４个参数Ｗ，μ，σ２ 和υ，其中，υ为固

定值，μ可以直接根据种群算出．Ｗ 和σ２ 需 要 通 过

ＥＭ算法进行估 计．根 据 概 率 的 加 和 规 则 和 乘 积 规

则，边缘概率分布的形式为

ｐ（ｘ）＝∫ｐ（ｘ｜ｚ）ｐ（ｚ）ｄｚ． （６）

由于这对应于一个线性ｔ－分布模型，所以，边缘

概率分布还是ｔ－分布，即：

ｐ（ｘ）＝Ｓ（ｘ｜μ，Ｃ，υ）， （７）
其中，Ｄ×Ｄ的协方差矩阵Ｃ被定义为

Ｃ＝ＷＷＴ＋σ２Ｉ． （８）
在进行特征值分解计算的过程中，需要对Ｃ求

逆，即需要对Ｄ×Ｄ的矩阵求逆：
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Ｃ－１＝σ－２Ｉ－σ－２　ＷＢ－１　ＷＴ， （９）
其中，Ｍ×Ｍ 的矩阵Ｂ为

Ｂ＝ＷＴＷ＋σ２Ｉ， （１０）
由于我们对Ｂ求 逆，而 不 是 直 接 对Ｃ求 逆．因

此，计算Ｃ－１的算法复杂度从Ｏ（Ｄ３）减小到Ｏ（Ｍ３）．
２．２　模型参数估计方法

种群ＰｏｐＳｅｇ 是将上一代种群和这代种群的最优

个体组合而成，这样可以促进种群的多样性，提高概

率模型的精度．μ是种群的加权平均值．

μｇ ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ωｉｘｉ， （１１）

∑
Ｎ

ｉ＝１
ωｉ ＝１，ω１ ≥ω２ ≥ … ≥ωＮ ≥０，（１２）

ωｉ∈Ｒ＋，１≤ｉ≤Ｎ，是种群组合权重系数．当ωｉ＝１?Ｎ
时，式（１１）就是计算所有种群的平均值．

ＥＭ是一种迭代算法．首先，通过使用旧的参数

值计算隐变量的后验概率分布求期望．然后，最大化

完整 数 据 对 数 似 然 函 数 的 期 望 就 会 产 生 新 的 参

数值，直到迭代终止．完整数据的对数似然函数的形

式为

ｌｎｐ（Ｘ，Ｚ｜μ，Ｗ，σ２，υ）＝

∑
Ｎ

ｎ＝１

｛ｌｎｐ（ｘｎ｜ｚｎ）＋ｌｎｐ（ｚｎ）｝， （１３）

其中，矩阵Ｚ的第ｎ行由ｚｎ 给出．均值μ由式（１１）
计算．分别使用式（２）和式（３）给出的隐变量概率分

布和条件概率分布，对隐变量上的后验概率分布求

期望，于是有：

　Ｅ［ｌｎｐ（Ｘ，Ｚ｜μ，Ｗ，σ２，υ）］＝

－∑
Ｎ

ｎ＝
｛

１

Ｄ
２ｌｎ
（２πσ２）＋１２Ｔｒ

（Ｅ［ｚｎｚＴｎ］）＋

１
２σ２

ｘｎ－μ ２－１σ２
Ｅ［ｚｎ］ＴＷＴ（ｘｎ－μ）＋

１
２σ２
Ｔｒ（Ｅ［ｚｎｚＴｎ］ＷＴＷ）＋Ｍ２ｌｎ

（２π ｝）， （１４）

在Ｅ步，利用旧的参数去计算期望值：

Ｅ［ｚｎ］＝Ｂ－１　ＷＴ（ｘｎ－ｘ－）， （１５）

Ｅ［ｚｎｚＴｎ］＝σ２　Ｂ－１＋Ｅ［ｚｎ］Ｅ［ｚｎ］Ｔ， （１６）
在 Ｍ步，估计新的参数值：

Ｗｎｅｗ ＝ ∑
Ｎ

ｎ＝１

（ｘｎ－ｘ－）Ｅ［ｚｎ］［ ］Ｔ ∑
Ｎ

ｎ＝１
Ｅ［ｚｎｚＴｎ［ ］］－１，

（１７）

σ２ｎｅｗ＝ １
Ｎ×Ｄ∑

Ｎ

ｎ＝１

｛ｘｎ－ｘ－ ２－２Ｅ［ｚｎ］ＴＷＴ
ｎｅｗ（ｘｎ－

ｘ－）＋Ｔｒ（Ｅ［ｚｎｚＴｎ］ＷＴ
ｎｅｗＷｎｅｗ）｝， （１８）

算法轮流执行Ｅ步和 Ｍ步，一直到收敛．

２．３　自由度自适应策略

对于ｔ－分布，当υ＝１时，ｔ－分布就是标准柯西分

布Ｃ（０，１）；当υ→＋∞时，ｔ－分布趋近标准高斯分布

Ｎ（０，１）．柯西分布的全局探索能 力 较 强，能 够 保 持

种群的多样性；而高斯分布的局部开发能力较强，可
以保证种群的收敛精度．为了综合两者优点，通过采

取自由度自适应的方法来提高算法的灵活性和求解

精度．
算法在每一次迭代计算完成后，设定一个进化

状态监视器Ｕ，记录当前种群中最优个体．当连续ｋ
代最优个体函数值变化为０时，出现收敛停滞状态，
算法按比例α减小自由度，扩大算法全局探索能力，
跳出局部最优值区域．

υｇ＝
（１－α）×υｇ－１，Ｕｇ＝Ｕｇ－１＝…＝Ｕｇ－ｋ，ｇ＞ｋ；

υｇ－１＋１，ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ｛ ．
（１９）

２．４　算法框架

算法２展示了ＥＤＡ－ｔ的伪代码，算法由４个部

分组成：初始化、抽样、选择和参数估计．其中，行①
为初始化部分．参数Ｗ 是Ｄ×Ｍ 的旋转矩阵，从隐

空间变化到种群原始空间，初始设置为Ｄ×Ｄ 的单

位矩阵前Ｍ 列，参数σ初始设置为１；代码行③④为

样本抽样部分；代码行⑤～⑨为样本选择部分；代码

行⑩～瑏瑢为参数估计部分，利用新获取的种群对概

率模型的参数进行估计；
算法２．ＥＤＡ－ｔ算法．
输入：种群大小Ｎ、隐空间大小Ｍ、混合率ω、

自由度υ；
输出：最优种群Ｐｏｐｇ．
① 以随机方 式 初 始 化μ，Ｗ，σ，ｇ＝０，α＝０．２，

ｋ＝１５；

② ｗｈｉｌｅ未达到终止条件时ｄｏ
③ 　依据式（２）生成Ｎ 个Ｍ 维隐变量Ｚ；

④ 　依据式（３）生成Ｎ 个Ｄ 维个体Ｘ；

⑤ 　ｉｆ　ｇ＞０ｔｈｅｎ
⑥ 　　从种群Ｐｏｐｇ－１中选择前ω×Ｎ 个最好

个体和从种群Ｐｏｐｇ 中选择前（１－ω）×
Ｎ个最好个体组成ＰｏｐＳｅｇ ；

⑦ 　ｅｌｓｅ
⑧ 　　将种群Ｐｏｐｌ 赋值给ＰｏｐＳｅｇ ；

⑨ 　ｅｎｄ　ｉｆ
⑩ 　对种群ＰｏｐＳｅｇ ，依据式（１１）和式（１２）计算

均值μ；

瑏瑡 　Ｕ＝Ｕ∪Ｐｏｐｂｅｓｔ；
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瑏瑢 　依据式（１４）～（１８），利 用ＥＭ 算 法，计 算

概率分布的参数Ｗ 和参数σ；

瑏瑣 　依据式（１９）更新参数υ；

瑏瑤 　ｇ＝ｇ＋１；

瑏瑥ｅｎｄ　ｗｈｉｌｅ
２．５　算法复杂度分析

设问题维度 为Ｄ，种 群 大 小 为 Ｎ，隐 变 量 大 小

为Ｍ．算法２中行③初始化隐变量Ｚ的算法复杂度

为Ｏ（ＮＭ）；行④生成观测变量Ｘ的算法 复 杂 度 为

Ｏ（ＮＤ）；行⑤～⑨对 种 群 进 行 重 新 选 择 组 合，算 法

复杂度为Ｏ（Ｎ）；行⑩计 算 种 群 均 值 算 法 复 杂 度 为

Ｏ（Ｎ）；行瑏瑡通过ＥＭ算法估计参数Ｗ 和参数σ．其

中，ＥＭ算 法 的 迭 代 次 数 为ｋ，算 法 的 复 杂 度 为Ｏ
（ｋＮＤＭ）；在本算法中，去除所有低阶项，算法２的

时间复杂度为Ｏ（ｋＮＤＭ）．由 于ｋ、Ｎ 和Ｍ 都 为 固

定值并且远远小于Ｄ，所以，整个算法的复杂度是远

远小于基于特征值分解的算法Ｏ（Ｄ３）．

３　仿真实验与分析

为了充分验 证ＥＤＡ－ｔ算 法 在 不 同 维 度 下 的 性

能，实验选取了１３个测试函数进行了实验分析．其

中，Ｆ１－Ｆ２ 是可分离单峰问题；Ｆ３－Ｆ１０是不可分离

并且有极少（≤２）局部最优问题；Ｆ１１－Ｆ１３是多峰并

且具有多局部最优问题．函数具体情况如表１所示，
详细函数的设置见文献［１３］．
３．１　实验设置

在对比实验中，测试问题维 度 为１０００维，函 数

的最大评估次数ＦＥｓ＝２．５×１０６，实 验 中 每 一 个 算

法对于每一个测试函数均独立运行２５次．实验系统

环境 为６４位 的 Ｗｉｎｄｏｗｓ　７系 统，ＣＰＵ 为Ｉｎｔｅｌ?

ＣｏｒｅＴＭｉ３　３．６０ＧＨｚ、内存为４ＧＢ、代码运行环境为

Ｍａｔｌａｂ　Ｒ２０１５ａ．

Ｔａｂｌｅ　１　Ｂｅｎｃｈｍａｒｋ　Ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ
表１　基准测试函数

Ｆｕｎ　 Ｄｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎ　 Ｒａｎｇｅ

Ｆ１ Ｓｐｈｅｒｅ ［－１００，１００］

Ｆ２ Ｓｈｉｆｔｅｄ　ｓｐｈｅｒｅ ［－１００，１００］

Ｆ３ Ｓｃｈｗｅｆｅｌｓ　ｐｒｏｂｌｅｍ　２．２１ ［－１００，１００］

Ｆ４ Ｓｈｉｆｔｅｄ　Ｆ３ ［－１００，１００］

Ｆ５ Ｓｃｈｗｅｆｅｌ ［－１０，１０］

Ｆ６ Ｓｈｉｆｔｅｄ　Ｆ５ ［－１０，１０］

Ｆ７ Ｒｏｓｅｎｂｒｏｃｋ ［－１００，１００］

Ｆ８ Ｓｈｉｆｔｅｄ　Ｒｏｓｅｎｂｒｏｃｋ ［－１００，１００］

Ｆ９ Ｓｈｉｆｔｅｄ　ｒｏｔａｔｅｄ　ｈｉｇｈ　ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｄ　ｅｌｌｉｐｔｉｃ ［－１００，１００］

Ｆ１０Ｓｃｈｗｅｆｅｌ　２．６ｗｉｔｈ　ｇｌｏｂａｌ　ｏｐｔｉｍｕｍ　ｏｎ　ｂｏｕｎｄｓ ［－１００，１００］

Ｆ１１ Ｒａｓｔｒｉｇｉｎ ［－５，５］

Ｆ１２ Ｓｈｉｆｔｅｄ　ｒｏｔａｔｅｄ　Ｒａｓｔｒｉｇｉｎ ［－５，５］

Ｆ１３ Ｓｈｉｆｔｅｄ　ｅｘｐａｎｄｅｄ　Ｇｒｉｅｗａｎｋ　ｐｌｕｓ　Ｒｏｎｓｅｎｂｒｏｃｋ ［－３，１］

　　在１０００维实验中，选取了４个知名算法进行比

较，分 别 是ＳａＮＳＤＥ［１８］，ＤＥＣＣ－Ｇ［１９］，ＥＤＡ－ＭＣＣ［１３］

和ＲＰ－ＥＤＡ［１４］，算 法 参 数 保 持 与 原 文 献 一 致 的 设

置．ＥＤＡ－ｔ算法中，种 群 大 小 Ｎ＝２００、隐 空 间 大 小

Ｍ＝３、混合率ω＝０．８，详细参数设置见３．４节．
为了客观公正的评价ＥＤＡ－ｔ算法的性能，采用

Ｗｉｌｃｏｘｏｎ秩和检验和Ｆｒｉｅｄｍａｎ检验方法对实验结

果进行统计分析．Ｗｉｌｃｏｘｏｎ秩和检验的显著性水平

为０．０５，在表２的 底 部 的 符 号“－”，“＋”和“≈”分

别表示劣于、优于和相当于ＥＤＡ－ｔ的结果．

Ｔａｂｌｅ　２　Ｍｅａｎ　Ｅｒｒｏｒ，Ｓｔａｎｄａｒｄ　Ｄｅｖｉａｔｉｏｎ　ａｎｄ　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　Ｒｅｓｕｌｔｓ　Ｂａｓｅｄ　ｏｎ　Ｗｉｌｃｏｘｏｎｓ　Ｒａｎｋ　Ｓｕｍ　Ｔｅｓｔ

表２　各算法的平均误差值、标准差和 Ｗｉｌｃｏｘｏｎ秩和检验结果

Ｆｕｎ
Ｍｅａｎ　Ｅｒｒｏｒ±Ｓｔｄ　Ｄｅｖ

ＳａＮＳＤＥ　 ＤＥＣＣ－Ｇ　 ＥＤＡ－ＭＣＣ　 ＲＰ－ＥＤＡ　 ＥＤＡ－ｔ

Ｆ１ ６．９７Ｅ＋００±３．１２Ｅ－０１－ ２．１７Ｅ－１５±９．２４Ｅ－１６－ ２．１７Ｅ－２５±８．２４Ｅ－２６－ ２．５９Ｅ－４２±３．８９Ｅ－４３－ ４．６０Ｅ－８４±１．１２Ｅ－８４

Ｆ２ １．６０Ｅ＋０２±７．２１Ｅ＋０１－ １．５５Ｅ－０８±８．３５Ｅ－０９－ １．５５Ｅ－０８±３．１９Ｅ－０９－ １．２３Ｅ－０５±７．３８Ｅ－０７－ ８．２１Ｅ－１８±１．１５Ｅ－１８

Ｆ３ ４．９９Ｅ＋０１±１．０４Ｅ＋００－ １．０１Ｅ－０１±７．８４Ｅ－０２＋ ３．６８Ｅ＋００±７．２３Ｅ－０１≈ ２．７２Ｅ＋０１±５．８３Ｅ＋００－ ３．２６Ｅ＋００±８．４７Ｅ－０１

Ｆ４ １．１７Ｅ＋０２±７．２３Ｅ＋０１－ ８．６５Ｅ＋０１±５．６１Ｅ＋０１≈ １．２４Ｅ＋０２±５．１５Ｅ＋０１－ ３．８２Ｅ＋０１±１．１９Ｅ＋００≈ ６．４５Ｅ＋０１±１．２８Ｅ＋０１

Ｆ５ １．０９Ｅ＋０１±８．１２Ｅ＋００－ １．１９Ｅ－０３±９．３２Ｅ－０４－ １．９１Ｅ－１２±７．３５Ｅ－１３－ ５．４２Ｅ－０１±３．１５Ｅ－０２－ ５．１２Ｅ－１８±９．２３Ｅ－１９

Ｆ６ ３．１６Ｅ＋０１±９．７８Ｅ＋００－ ８．４８Ｅ－０４±５．１２Ｅ－０４－ ６．１４Ｅ－０９±１．０１Ｅ－０９－ １．２８Ｅ＋１０±２．１１Ｅ＋０７－ ２．８９Ｅ－２２±７．１６Ｅ－２３

Ｆ７ ３．３１Ｅ＋０４±８．５６Ｅ＋０３－ ９．８７Ｅ＋０２±４．２５Ｅ＋０２≈ ４．３６Ｅ＋０３±９．８１Ｅ＋０２≈ １．０５Ｅ＋０３±８．３３Ｅ＋０２≈ １．００Ｅ＋０３±５．４７Ｅ＋０２

Ｆ８ ３．９６Ｅ＋０６±１．０３Ｅ＋０６－ ６．７８Ｅ＋０３±１．３４Ｅ＋０２－ ２．４７Ｅ＋０３±６．２１Ｅ＋０２≈ １．０８Ｅ＋０３±７．６７Ｅ＋０２≈ １．０３Ｅ＋０３±７．６４Ｅ＋０２

Ｆ９ ７．７９Ｅ＋０８±１．１１Ｅ＋０７－ ２．３７Ｅ＋０９±８．７９Ｅ＋０８－ ７．１９Ｅ＋０７±９．１９Ｅ＋０６－ ８．８３Ｅ＋０８±５．４８Ｅ＋０７－ ２．３８Ｅ＋０７±９．４２Ｅ＋０８
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Ｃｏｎｔｉｎｕｅｄ（Ｔａｂｌｅ　２）

Ｆｕｎ
Ｍｅａｎ　Ｅｒｒｏｒ±Ｓｔｄ　Ｄｅｖ

ＳａＮＳＤＥ　 ＤＥＣＣ－Ｇ　 ＥＤＡ－ＭＣＣ　 ＲＰ－ＥＤＡ　 ＥＤＡ－ｔ

Ｆ１０ １．９９Ｅ＋０５±８．４２Ｅ＋０４－ ２．３８Ｅ＋０５±９．８７Ｅ＋０４－ １．０９Ｅ＋０５±５．３２Ｅ＋０４≈ ９．１５Ｅ＋０４±３．９８Ｅ＋０３≈ ９．８４Ｅ＋０４±１．１２Ｅ＋０４

Ｆ１１ ８．６９Ｅ＋０２±４．２３Ｅ＋０２－ ３．５５Ｅ＋０３±８．０８Ｅ＋０２－ ７．１３Ｅ＋０３±２．０１Ｅ＋０３－ ７．１７Ｅ＋０２±６．０５Ｅ＋０１－ ２．１８Ｅ＋０２±８．０１Ｅ＋０１

Ｆ１２ ８．８４Ｅ＋０３±４．１０Ｅ＋０３－ １．４７Ｅ＋０４±８．７１Ｅ＋０３－ ９．６８Ｅ＋０３±１．１８Ｅ＋０３－ ８．７８Ｅ＋０２±６．８２Ｅ＋０１＋ ２．８１Ｅ＋０２±８．３６Ｅ＋０１

Ｆ１３ ６．２７Ｅ＋０２±３．５７Ｅ＋０２≈ ４．６５Ｅ＋０２±１．６７Ｅ＋０２≈ ８．７１Ｅ＋０２±１．２１Ｅ＋０２－ １．１６Ｅ＋０２±３．０１Ｅ＋００≈ ３．７１Ｅ＋０２±４．１３Ｅ＋０１

－?＋?≈ １２?０?１　 ９?１?３　 ９?０?４　 ７?１?５

Ｆｉｇ．２　Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ　ｃｕｒｖｅ　ｏｆ　ｆｉｖｅ　ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ　ｏｎ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ　Ｆ１，Ｆ４，Ｆ６，Ｆ７，Ｆ８ａｎｄ　Ｆ９
图２　各算法在函数Ｆ１，Ｆ４，Ｆ６，Ｆ７，Ｆ８ 和Ｆ９ 上的收敛曲线

３．２　实验结果分析

通过表２、表３、图２和图３分析可发现，ＥＤＡ－ｔ
算法在收敛速度、收敛精度和运行时间方面，与其他

算法相比占 有 较 大 优 势．特 别 是 在Ｆ１，Ｆ２，Ｆ５，Ｆ６，

Ｆ８ 和Ｆ９ 测试函数上，ＥＤＡ－ｔ算法可以快速收敛，并
取得最优解．
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Ｆｉｇ．３　ＣＰＵ　ｔｉｍｅ　ｐｅｒ　ｒｕｎ　ｏｆ　ｆｉｖｅ　ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ
图３　各算法的运行时间

Ｆｉｇ．４　Ｆｉｔｎｅｓｓ　ｖａｌｕｅ　ｏｆ　ｆｉｖｅ　ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ　ｏｎ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓ
图４　各个算法在不同维度下收敛精度

Ｔａｂｌｅ　３　Ａｖｅｒａｇｅ　Ｒａｎｋｉｎｇ　Ａｃｈｉｅｖｅｄ　ｂｙ　Ｆｒｉｅｄｍａｎ　Ｔｅｓｔ

表３　各算法的Ｆｒｉｅｄｍａｎ检验排名

Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ　 Ｒａｎｋ

ＳａＮＳＤＥ　 ４．６９

ＤＥＣＣ－Ｇ　 ３．５０

ＥＤＡ－ＭＣＣ　 ３．５８

ＲＰ－ＥＤＡ　 ３．０８

ＥＤＡ－ｔ　 １．３８

在表２中，ＥＤＡ－ｔ除Ｆ３，Ｆ７ 和Ｆ１３三 个 函 数 外

均全面优于ＳａＮＳＤＥ和ＤＥＣＣ－Ｇ．ＳａＮＳＤＥ采用 邻

域搜索的差分演化算法，该算法对低维的优化问题

能取得较好的解．但是，对高维优化问题的搜索代价

过大，往往不能得到很好的解．ＤＥＣＣ－Ｇ是采用随机

分组的协同演化算法，对于大尺度可分离优化问题

能够得到较好的解．但是，对于非可分的优化问题，

求解 效 果 不 太 好．因 此，ＥＤＡ－ｔ在 求 解 大 尺 度 全 局

优化问题全面优于这２种算法．
ＥＤＡ－ｔ在Ｆ１，Ｆ２，Ｆ５，Ｆ６，Ｆ９，Ｆ１１和Ｆ１２七 个 函

数上要优于ＥＤＡ－ＭＣＣ和ＲＰ－ＥＤＡ，在Ｆ３，Ｆ４，Ｆ７，

Ｆ８，Ｆ１０和Ｆ１３六个函数上表现相似．ＥＤＡ－ＭＣＣ通过

识别变量之间的弱相关性来控制模型的复杂度，而

变量之间的相关性识别准确率直接影响算法的求解

精度．ＲＰ－ＥＤＡ通过将个体随机投影到低维空间，然
后在低维空间抽样再还原到原始空间的方式进行演

化，在 演 化 的 过 程 中 具 有 很 大 的 随 意 性．ＥＤＡ－ｔ是

通过隐空间建立概率模型，在全局搜索的过程按当

前种群主成分方向进行引导搜索，进而搜索更有效

率，带来更优解．
从表２底部的 Ｗｉｌｃｏｘｏｎ秩和检 验 的 统 计 结 果

可以看出，ＥＤＡ－ｔ算法相对于其他近几年出现的国

际知名算法更具有明显的优势．表３给出了ＥＤＡ－ｔ
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和其 他 算 法 的Ｆｒｉｅｄｍａｎ检 验 排 名，ＥＤＡ－ｔ排 在 第

一，从统计学上说明了ＤＥＣＣ－ＣＬＶ算法 的 优 势．从

图３可以看 出，ＥＤＡ－ｔ算 法 和 其 他ＥＤＡ优 化 算 法

（ＥＤＡ－ＭＣＣ和ＲＰ－ＥＤＡ）相 比，算 法 单 次 运 行 时 间

大大降低．并且，基于非分解策略的ＥＤＡ－ｔ算法运行

时间已经 比 较 接 近 基 于 分 解 策 略 的 协 同 演 化 算 法

ＤＥＣＣ－Ｇ．
综合以上实 验 分 析 可 以 说 明ＥＤＡ－ｔ算 法 具 有

较快的 收 敛 速 度、较 强 的 收 敛 精 度 和 较 好 的 函 数

适用性，有效提高了对大尺度全局优化问题的收敛

效率．
３．３　算法的稳定性分析

为 了 测 试 算 法 在 不 同 维 度 下 的 表 现 稳 定 性 情

况，我们将所 有 对 比 算 法 分 别 在 不 同 问 题 维 度Ｄ＝
［５０，１００，３００，５００，７００，１　０００］情 况 下，进 行 对 比 实

验．由于篇幅 有 限，我 们 从 大 尺 度 的 测 试 函 数 中 选

Ｆ１，Ｆ５ 和Ｆ９ 三个函数进行测试．
从图４可以看出，对于大尺度全局优化问题，当

问题维 度 小 于３００时，ＥＤＡ－ｔ劣 于ＳａＮＳＤＥ．因 为

ＳａＮＳＤＥ是基于领域搜索 的 差 分 演 化 算 法，在 对 待

低维问 题，可 以 充 分 发 挥ＳａＮＳＤＥ全 局 的 搜 索 能

力，求到最优解．但是，当问题维度增加时，基于领域

搜索的策略导致ＳａＮＳＤＥ算法搜索开销增大，性能

降低．当问题维度大于３００的时候，ＥＤＡ－ｔ算法在不

同维度下都要比其他各种 算法表现要好，表现出了

算法的稳定性．
３．４　参数敏感性实验

为了研究算法中参数的不同设置对于算法性能

的影响．在本节中，首 先 对 种 群 大 小Ｎ 的 不 同 取 值

进行对比实验．然后，在种群大小固定的前提下，通

过使用不同的参数设置进行对比实验．在本节对比

实验中，函数的最大评估次数ＦＥｓ＝１　０００×Ｄ．
从表４可以看出，在不同的问题维度下，ＥＤＡ－ｔ

取得最优值时，所需的种群大小也不一样．因为，本文

算法是在１０００维下和其他知名算法进行对比实验．
所以，在实际计算中，种群大小设置为Ｎ＝２００．

Ｔａｂｌｅ　４　Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ　Ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｆ　Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　Ｎｏｎ　Ｆ２
表４　Ｆ２ 函数上不同种群大小Ｎ的对比实验

Ｆ２
Ｎ

３０　 ５０　 ８０　 １００　 １５０　 ２００　 ３００　 ５００　 ８００　 １　０００　 ２　０００

３０－Ｄ　２．１５Ｅ－２６　３．４４Ｅ－２６　１．６５Ｅ－２２　１．４１Ｅ－１７　１．０１Ｅ－１０　３．７４Ｅ－０７　１．２１Ｅ－０３　７．７９Ｅ－０１　３．０８Ｅ＋０１　１．０３Ｅ＋０２　１．２０Ｅ＋０３

５０－Ｄ　８．６２Ｅ－２６　９．７４Ｅ－２６　１．９４Ｅ－２５　３．３５Ｅ－２２　５．３１Ｅ－１４　１．０３Ｅ－０９　２．９８Ｅ－０５　９．９４Ｅ－０２　１．１４Ｅ＋０１　５．００Ｅ＋０１　１．１８Ｅ＋０３

８０－Ｄ　３．５９Ｅ－２５　２．２６Ｅ－２５　３．６１Ｅ－２５　６．８３Ｅ－２５　１．０２Ｅ－１７　１．３１Ｅ－１２　３．５４Ｅ－０７　７．７６Ｅ－０３　２．５６Ｅ＋００　１．８３Ｅ＋０１　９．２６Ｅ＋０２

１００－Ｄ　６．３１Ｅ－２５　３．６１Ｅ－２５　５．５２Ｅ－２５　８．９５Ｅ－２５　１．１３Ｅ－１９　３．７０Ｅ－１４　２．５３Ｅ－０８　１．８０Ｅ－０３　１．１１Ｅ＋００　９．８２Ｅ＋００　７．６４Ｅ＋０２

３００－Ｄ　６．５６Ｅ＋０３　６．０８Ｅ－２４　３．８２Ｅ－２４　５．４７Ｅ－２４　１．２４Ｅ－２３　２．２６Ｅ－２３　１．０８Ｅ－１５　３．６５Ｅ－０８　１．４１Ｅ－０３　５．２３Ｅ－０２　８．３０Ｅ＋０１

５００－Ｄ　１．１２Ｅ＋０５　３．００Ｅ－２３　９．９０Ｅ－２４　１．４３Ｅ－２３　２．７８Ｅ－２３　３．６４Ｅ－２３　３．３２Ｅ－２０　３．３９Ｅ－１１　１．４７Ｅ－０５　１．４２Ｅ－０３　１．５９Ｅ＋０１

８００－Ｄ　５．１６Ｅ＋０５　２．６６Ｅ＋０３　２．３５Ｅ－２３　３．５８Ｅ－２３　６．３７Ｅ－２３　７．３６Ｅ－２３　４．９９Ｅ－２２　１．３８Ｅ－１４　７．４１Ｅ－０８　２．０３Ｅ－０５　１．９８Ｅ＋００

１０００－Ｄ　９．２０Ｅ＋０５　３．５４Ｅ＋０４　３．６８Ｅ－２２　５．９９Ｅ－２２　９．５１Ｅ－２２　１．０５Ｅ－２３　７．６２Ｅ－２２　２．１７Ｅ－１６　４．１５Ｅ－０９　１．７１Ｅ－０６　６．５０Ｅ－０１

　　我们对参数Ｍ，ω，υ进行正交对比实验，隐空间

大小Ｍ＝［１，３，５，７］；混合率ω＝［０．８，０．６，０．４］；自
由度υ＝［５，２０，１００，２００］．由于篇幅限制，文中只列

出Ｆ５、Ｆ７ 和Ｆ１１函数的实验结果图．
从图５～７可以看 出，当 Ｍ≥３时，算 法 的 求 解

精度逐渐变好．但是，随着Ｍ 的变大，算法的复杂度

也加倍变大．所以，当Ｍ＝３时，可 以 较 好 地 平 衡 求

解精度和算法复杂度．当ω＝０．８时，ＥＤＡ－ｔ算法采

用不同 参 数 设 置 所 取 得 的 最 差 求 解 精 度，也 要 比

ω＝０．４和ω＝０．６所得 到 的 求 解 精 度 好，表 现 了 较

强的鲁棒性．算法自由度υ从５变为２０时，算法的求

解精度明显变好．但 是，当υ继 续 增 大 时，算 法 求 解

精度的变化不是很大．综上分析，在综合考虑算法计

算代价与计算精度的平衡，算法参数可以取Ｍ≥３，

ω＝０．８和υ＝２０．
３．５　自由度自适应策略有效性分析

为了研究ｔ－分布的自由度自适应策略对算法性

能的影响，在 本 节 中，使 用 自 由 度 固 定 的ＥＤＡ－ｔ算

法和自由 度 自 适 应 的 ＥＤＡ－ｔ算 法 进 行 对 比 实 验．
ＥＤＡ－ｔ中的固定 自 由 度 按３．４节 中 最 优 值 进 行 设

置，υ＝２０．对比实验结果如表５所示．
从表５可以看出，ＥＤＡ－ｔ算法全面优于ＥＤＡ－ｔ
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Ｆｉｇ．５　Ｍｅｓｈ　ｇｒｉｄ　ｏｆ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ｏｎ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ　Ｆ５
图５　不同参数在函数Ｆ５ 上的曲面网状图

算法，表明采取自由度自适应策略在整个演化过程

中可以有效避免陷入局部最优．从而快速收敛到局

部最优，并表现出较好的稳定性．

Ｔａｂｌｅ　５　Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ　Ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｆ　Ｆｉｘｅｄ　ＥＤＡ－ｔａｎｄ

Ａｄａｐｔｉｖｅ　ＥＤＡ－ｔ
表５　固定自由度ＥＤＡ－ｔ和自适应自由度ＥＤＡ－ｔ算法对比

Ｆｕｎ
Ｍｅａｎ　Ｅｒｒｏｒ±Ｓｔｄ　Ｄｅｖ

Ｆｉｘｅｄ　ＥＤＡ－ｔ（υ＝２０） Ａｄａｐｔｉｖｅ　ＥＤＡ－ｔ

Ｆ１ ６．２４Ｅ－３０±１．１２Ｅ－３０－ ４．６０Ｅ－８４±１．１２Ｅ－８４

Ｆ２ ２．０１Ｅ－１２±８．１５Ｅ－１３－ ８．２１Ｅ－１８±１．１５Ｅ－１８

Ｆ３ ９．１１Ｅ＋００±１．７３Ｅ＋００－ ３．２６Ｅ＋００±８．４７Ｅ－０１

Ｆ４ ９．３１Ｅ＋０１±２．２７Ｅ＋０１－ ６．４５Ｅ＋０１±１．２８Ｅ＋０１

Ｆ５ ６．２４Ｅ－１６±１．０１Ｅ－１６－ ５．１２Ｅ－１８±９．２３Ｅ－１９

Ｆ６ ６．１４Ｅ－１８±１．２４Ｅ－１８－ ２．８９Ｅ－２２±７．１６Ｅ－２３

Ｆ７ ３．５４Ｅ＋０３±７．２６Ｅ＋０２≈ １．００Ｅ＋０３±５．４７Ｅ＋０２

Ｆｉｇ．６　Ｍｅｓｈ　ｇｒｉｄ　ｏｆ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ｏｎ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ　Ｆ７
图６　不同参数在函数Ｆ７ 上的曲面网状图

Ｆｕｎ
Ｍｅａｎ　Ｅｒｒｏｒ±Ｓｔｄ　Ｄｅｖ

Ｆｉｘｅｄ　ＥＤＡ－ｔ（υ＝２０） Ａｄａｐｔｉｖｅ　ＥＤＡ－ｔ

Ｆ８ ２．９３Ｅ＋０３±６．３６Ｅ＋０２≈ １．０３Ｅ＋０３±７．６４Ｅ＋０２

Ｆ９ ９．３１Ｅ＋０７±２．７５Ｅ＋０６－ ２．３８Ｅ＋０７±９．４２Ｅ＋０８

Ｆ１０ １．１３Ｅ＋０５±６．７４Ｅ＋０４≈ ９．８４Ｅ＋０４±１．１２Ｅ＋０４

Ｆ１１ ５．２９Ｅ＋０３±１．１０Ｅ＋０３－ ２．１８Ｅ＋０２±８．０１Ｅ＋０１

Ｆ１２ ８．４３Ｅ＋０３±１．０２Ｅ＋０３－ ２．８１Ｅ＋０２±８．３６Ｅ＋０１

Ｆ１３ ８．５１Ｅ＋０２±９．３２Ｅ＋０１－ ３．７１Ｅ＋０２±４．１３Ｅ＋０１

－?＋?≈ １０?０?３

３．６　概率ＰＣＡ的有效性分析

为了研究ＥＤ－ｔ中使用概率ＰＣＡ对算法性能的

影响，在本节中，使用基于ＰＣＡ的ＥＤＡ－ｔ算法和基

于概率ＰＣＡ的ＥＤＡ－ｔ算 法 进 行 对 比 实 验．对 比 实

验结果如表６、表７所示．

２５６１ 计算机研究与发展　２０１７，５４（８）



Ｆｉｇ．７　Ｍｅｓｈ　ｇｒｉｄ　ｏｆ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ｏｎ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ　Ｆ１１
图７　不同参数在函数Ｆ１１上的曲面网状图

Ｔａｂｌｅ　６　Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ　Ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｆ　ＥＤＡ－ｔ　Ｂａｓｅｄ　ｏｎ　ＰＣＡ

ａｎｄ　ＰＰＣＡ
表６　算法运行结果对比

Ｆ２ ＰＣＡ　 ＰＰＣＡ

３０－Ｄ　 ２．５４Ｅ－０７　 ３．７４Ｅ－０７

５０－Ｄ　 １．１２Ｅ－０９　 １．０３Ｅ－０９

８０－Ｄ　 １．１６Ｅ－１２　 １．３１Ｅ－１２

１００－Ｄ　 ３．８１Ｅ－１４　 ３．７０Ｅ－１４

３００－Ｄ　 １．７２Ｅ－２３　 ２．２６Ｅ－２３

５００－Ｄ　 ３．５９Ｅ－２３　 ３．６４Ｅ－２３

８００－Ｄ　 ７．３６Ｅ－２３

１０００－Ｄ　 １．０５Ｅ－２３

　　从表６、表７中 可 以 看 出，当ＥＤＡ－ｔ使 用ＰＣＡ
而不使用概率ＰＣＡ的时候，算法求解精度变化不太

大．但是，算法求解的时间随着问题维度的增加而急

剧增加，直接导致算法在问题维度大于５００维的时

候，因为运算超时而无法求解．

Ｔａｂｌｅ　７　ＣＰＵ　Ｔｉｍｅ　ｏｆ　ＥＤＡ－ｔ　Ｂａｓｅｄ　ｏｎ　ＰＣＡ　ａｎｄ　ＰＰＣＡ
表７　算法运行时间对比 ｓ

Ｆ２ ＰＣＡ　 ＰＰＣＡ

３０－Ｄ　 ３．０１　 １．９４

５０－Ｄ　 ６．６７　 ４．０４

８０－Ｄ　 １２．１３　 ６．８７

１００－Ｄ　 １３．８４　 １２．０８

３００－Ｄ　 ８９６．０３　 ７５．５８

５００－Ｄ　 ４　５３３．４７　 ８９．３５

８００－Ｄ　 ９５．３７

１０００－Ｄ　 １０６．５８

４　总　　结

本文提出了一种新的基于自适应ｔ－分布的分布

估计算法ＥＤＡ－ｔ．它通过对ｔ－分 布 自 由 度 自 适 应 的

调节，提高了算法的全局探索能力和跳出局部最优

停滞区的能力．通过使用隐空间的转换，加快了算法

的收敛速度．通 过 对１３个 大 尺 度 全 局 优 化 进 行 测

试，实验结果表明与当前主流算法相比，本文算法在

求解的精度与收敛速度上具有更优的性能．另外，如
何将算法与实际问题相结合是未来研究工作的重点．
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