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基于加密物理片的数值流形法中局部网格加密
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摘 要 ： 数值流形法的数学网格不需要适应求解域 内各种不连续界面和边界 ， 因此 ，
总可以用规则 的结构化网格建立数学覆

盖 。 但对于大多数 问题 ， 在整个求解域上布置统
一

密度 的网格显得浪费 。 因此 ， 需要研究在结构化
—

网格上实施局部加密 ，
建

立了加密物理片的方法用以解决这
一

问题 。 具体的实施过程中 ， 确定了需要加密的区域后 ， 先在这些区域布置规则的精细网

格 ， 然后找到这些区域中包含的原始 网格中 的物理片 ， 用精细 网格上建立 的插值代替被加密物理片上的局部近似 ， 从而提高

了局部近似的阶次 。 数值算例结果表 明 ， 该方法收敛性 良好 。 另 外 ， 如果所有物理片上的局部近似都采用 〇 阶多项式（常数） ，

那么将会得到正定的刚度矩阵 。
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网格切割后形成的更小区域 （位于求解域中的部分 ）

被称为物理覆盖。 但在拓扑学中 ， 如果
一

系列集合ｐ

，

Ｓ
；（ ｉ

＝ ｌ
，
２ ． ．

．

） 的并集能够包含集合 丄 那 么称Ｓ
，

＇Ｍ
ｅ （

？
？

） 

＝

Ｅ 

ｗ
／ ｉ

ｒ
）

ｕ
ｆ（

ｒ
） 

＞Ｖ ｊ

，

ｅ
－
Ｐ
ｃ（ ２ ）

〇

＿

＝
ｌ

，
２ ．

．
．

）的并集为 Ｊ 的覆盖。 因此 ， 为 了与拓扑学
／ ＝

１

？

中的概念
－

致 ， 本文巾難成鮮嘯麟
－

个局
财 ： 当在 Ｐｅ 巾布置 了隨后 ，

、
＞

（
／
〇 是新网＾

中

部区域 （原来被称为
“

数学覆盖
”

） 为数学片 ， 数学
的物理片 巧

＇上的局部近似函数 。 这里加上标
＇

表不 ：

片被各种物理边界切割后形成的区域 （原来被称力 ＆为 Ｐｃ 中布置的局部网格中的物理片 ’ 区别于？

“

物賴盖
， ，

） 力髓片 ， 鮮片麟集通学駿 ，

纟自嘯巾酬理片 。 Ｗ
／（狀 Ｐ

／捕权耐 ； 户
＇

为 Ｐｃ

而物理片■集無麵盖 。巾

建立了物理片的概念之后 ， 下面详细叙述加密 ■Ｉ

 ｜｜
Ｉ Ｉ

｜｜
■

物理片方法的原理 。




２．１ 常规物理片的加密

拉格朗 日形式的数值流形法插值中 ， 位移的近


似表达式为


ｕ
ｈ

｛

ｒ
）

＾

＇

Ｌｗｊ ｉ

ｒ

）

ｕ
） ｛

ｒ
）

，Ｖｉ
－

ｅ ／２（ １
）

ｊ
＝

ｉ

式中 ： Ｉ
？ 表示插值点的坐标 ， ｗ／

ｒ
）为权函数 。

从式 ｍ 可 以看出 ， 任意
７
点位移的賴图 ２ 物理片 Ｐ

Ｃ的加密
包含该点 的所有物理片上的局部近似函数加权求和Ｐ

ｉｇ ＿２Ｉ ｔｅｆｌｎｅｍ ｅｎｔ ａｆ ｐｈｙｒｆｒａｌ ｐ
ａｔｅ

ｌ
ｉ Ｐｃ

得到的 。 对于二阶的连续介质 问题 ， 每个物理片上的

任何连续函数都可 以作为该物理片上的局部近似 。在物理片 上划分网格 ， 并将在 Ｐｃ 内部的 网

图 １ 中画 了数值流形法的局部 四边形网格 ，格上得到分片插值作为 尸ｃ 上的局部近似函数 ， 如
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式 （２ ） 。 如果 尸ｃ 内 部没有不连续面 ， 那么公式右端２ ． ３ 具体问题中的加密

将是连续的 、 分片光滑 的 。 由于式 （２ ） 中 的 ｗ
；

．

（
ｒ
）第 ２

．
１ 和 ２ ．２ 节中介绍了对于单个物理片的加

一

般采用多项式 ， 因此 ， 式 （ ２ ） 得到的物理片 Ｐｃ密 。 在求解具体问题时 ， 先确定需要加密的区域 ，

上新的近似函数阶次比原来 未加密时其上的局然后将这些区域的 网格加密到所需的密度 ， 最后找

部近似阶次高 ， 加密之后将会提高解的精度 。到该区域 中包含的原始 网格中 的物理片 ，
这些物理

当在 尸ｃ上布置如 图 ２ 所示的网格后 ， 图 １ 中 的片就是被加密的物理片 ， 在形成位移 的总体近似时

网格变成如图 ３ 中新的 网格 。 把式 （ ２ ） 代入式 （ １ ）
，将这些物理片上的局部近似用加密后网格上的分片

可得到原始网格中的流形元 ＪＳＣＤ 中任意
一

点的位插值代替 。

移近似函数 。 如图 ３ 所示 ， 对于 Ｊ５ＣＤ 中
一

点 ｒ 来例如图 ５
（
ａ

）显示了对于某个 问题所布置的原始

说 ， 其位移近似 由 ７ 个节点对应的 自 由度决定 ： 如网格 ， 假定其中有两个区域的 网格需要加密 ， 图中

图 １ 所示的原始网格中节点 」 、 仏 Ｚ） 对应的物理片用粗线标 出 。 左侧粗线圈 出的区域需要的 网格尺寸

／Ｖ和 心 包含流形元 仙ＣＤ ， 因此 ，
丄 Ｓ 、 Ｄ约为原始 网格尺寸的 １ ／２ ， 而右侧粗线标 出 的区域

点参与 ｒ 的位移插值 ； 节点 Ｃ 对应的物理片 Ｐｃ被需要的 网格尺寸为 原始 网格尺寸的 １ ／４ ， 将网格加

加密 ， 加密后 ， 上的局部近似在点 ｒ 的值由 ￡ 、密到需要的密度 ， 如图 ５
（
ｂ
）所示 ， 并找到加密区域

Ｆ 、 Ｇ 和 ／／ ４ 个点插值得到 ， 因此 ， 点 ｒ 的位移近似中包含的原始网格中 的物理片 ，
这些物理片就是被

公式与 ￡ 、 Ｆ、 Ｇ 和 ／／ 相关 。 综合起来 ， 点 ｒ 的位加密的物理片 ， 它们对应 的插值节点在图 ５
（ｂ）
中用

移近似 由 ｄ 、 ５ 、 Ｄ 、 ￡ 、 Ｆ、 Ｇ、 ／／这 ７ 个点决定 。实心圆点标记 。

＾■二二二 —




￣￣

Ｆ

￣ ￣

Ｇ

ＴＢ


（
ａ
） 原始网格和需要加密的区域

图 ３ 物理片被加密后 周围的 网格

Ｆｉ

ｇ
．３Ｍ ｅｓｈ ｅｓａ ｒｏ ｕ ｎｄ Ａ ＢＣＤａｆｔｅｒ ｒ ｅｆｉｎ ｅｍｅ ｎｔ ｏ ｆＰｃ

—

二
— 卜


ｉ ｉ

ｉ

ｉ ｉ ｉ ｉ ｉ ｉ ｉ ；

—

２
． ２ 奇异物理片 的加密＝３ 彐 〔ｍ ＾＝＝＝ ＝＝ ＝

图 ４ 中左边的物理片 中包含
一

个裂纹尖端 ，＝ｇ ｇｇｇ ｇ Ｐ＝＝＝ ＝＝ ＝

其中斜线表示裂纹 。 在求解断裂力学问题时 ， 这样二主 主主主 主 主＝＝＝ ＝＝ ＝

的物理片被设置成奇异物理片
［

１ ３ ’
２ ０

—２ １
］

。 当需要对 Ｐｍ
（

ｂ ） 加密后的 网格和被加密的物理片

＾图 ５ 两个独立区域的加密
其上的物理片 ， 然后将 Ｐ

ａ／ 上 的新网格中裂纹尖端Ｆ
ｉｇ ．５ Ｉｎｄｅｐ ｅｎｄｅｎ ｔｒｅｆｉ ｎｅｍ ｅｎ ｔｏ ｆｔｗｏ ｒｅ

ｇ
ｉｏ ｎ ｓ

附近的节点 （ 图 ４ 右边用小正方形标记 ） 对应 的物

理片设置成奇异物理片 ， 来反映裂纹尖端的奇异性 。如果局部区域奇异性非常强 ， 需要的 网格密度



非常大 ，

一

次加密难以使网格密度达到要求 ， 可能

＝ ＝ 二 二 二＝＝＝需要多次加密 ， 重复上面
一

次加密的步骤 ， 对于被

Ｐｍ

ｚ＾ＺＺｚｚｚ加密的物理片继续加密 ， 就可以实现多次加密 。 具

二二 二 二 二——
体问题 中 ， 仍然是先确定需要加密的 区域 ， 再加密

＝ ＝ ＝ ＝ ＝ ＝ ＝ ＝网格 ， 最后确定加密区域 中包含的低
一

级的网格中

ＷＷＷ后的奇异＿＃的物理片 ， 用新网格上建立的分片光滑的插值代替

目 ４ 胃＃物Ｓ片的加 ＃原来的局部近似函数 。 如此反复 ， 可 以实现多次加

Ｆ
ｉ
ｇ

．
４Ｒｅｆｉｎ ｅｍ ｅｎ ｔｏｆ ａ ｓ ｉｎ

ｇ
ｕ ｌａ ｒ

ｐｈｙ ｓｉ ｃａｌ

ｐａｔｃｈ？ 
〇
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图 ６ 显示了 多次加密的过程 。 图 ６
（
ａ

）中每上面边和上边施加解析应力约束 ， 解析应力在式 （ ３ ）
？

一

层网格是对下面
一

层网格中局部区域的加密 ， 每（ ５ ） 中 ， 计算中所用 的参数为弹性模量 Ｍ Ｐａ ，

一

次加密都将 网格尺寸减半 ， 下面两层网格中被加泊松 比 ／
／
＝０ ．２ 。 计算中本质边界条件使用罚 函数法

密的物理片对应的节点用实心 圆点标记 。 最下面的施 加 ， 罚 因 子 为 １ ０
５

， 刚 度矩 阵 计 算 时 使 用

网格经过上面两层加密后变成如 图 ６ （ｂ）所不 的 网Ｇａｕｓｓ －Ｌｅｇｅｎ
ｄｒｅ 积分 。 计算中假定模型处于平面应

格 。力状态。

１
：ＵＶｙ ｙＷ
［ ！ｒｍｒ ｒｍｒｒｍｒ ｒｍｒｒｍｒＡ

；

（
ａ
） 原模型（

ｂ
） 计算模型和尺寸 （单位 ： ｍ）

图 ７ 带 圆孔无限大板

Ｆ
ｉ
ｇ

．７ Ｉｎｆｉ ｎｉ ｔｅ
ｐ

ｌ ａｔｅ ｗ ｉｔｈ ａ ｃ ｉ ｒｃ ｕｌ ａ ｒｈｏｌ ｅ

用尺寸为 １ 的正方形网格离散图 ７
（ｂ）所示 的模

（
ａ
）
２ 次加密过程和被加密的物理片型 ， 对圆孔周 围 的网格进行加密 ， 加密区域如图 ８

Ｉ ＩＩ Ｉ １ Ｉ １ Ｉ Ｉ Ｉ １所示 ， 每次加密都将网格尺寸减小 １／２ 。 图 ８ 中显

 示的是加密 ３ 次后的 网格 。

－－ －

ｉ ｉｉ ｉ ｉ ｘ
－ － －

 丨３

（
ｂ

）
２ 次加密后的 网格ｉｍｉ ｉ ｉ ｉ ｉ ｉ ｉ

丨 丨土^

图 ６ 局部 网格的 ２ 次加密

Ｆｉ

ｇ
．６Ｔｗ ｉｃｅｒｅｆｉｎｅｍ ｅｎ ｔｏｆ  ｌｏ ｃａｌｍｅｓ ｈ 三 三

三 ：
三

三 三 ！ 三 三 三 三 三 三 三 三

ｗ

图 ８ 加密后 网格 （ 单位 ：
ｍ ）

３數！

／

［直算＾列Ｆｉ

ｇ
．８Ｒ ｅｆｉｎ ｅｄ ｍ ｅｓｈ ｅｓ

 （
ｕｎ ｉ ｔ：ｍ

）

下面求解两个算例 ， 其 中都含有应变梯度 比较「
■

＞ｗ３ａ
４

ａ
ｒ
＝ａ１

——－ —

ｃｏｓ２ ６
，

＋
ｃｏｓ４ ６，＋——ｒ ｃｏｓ４６ ｌ

大的区域 ， 这些区域的网格用上面所述的方法加密 。
１

〃 〔
２Ｊ２ ／」

由于本文的重点是说明加密物理片方法的有效性 ，（３ ）

因此 ， 下面两个算例中是根据经验确定需要加密的「
３ａ

４

区域 ， 后续的研究中将根据 自适应的策略确定需要
’

ｒ

２

ＵＪ２ ｒ
４」

加密的 区域 。（４ ）

３ ．１ 含圆孔无线大板— 「
ｉ

ｆ

ｌ ．．

ｊＪ３ Ｗ ．

ｊＪ^
图 ７

（
ａ
）
所不是

一

个含有 圆孔并受单轴拉力的无
〃° °

Ｌｒ
２

ＵＪ２ｒ
４

＿

限大板 ， 圆孔的半径 ａ＝ １ｍ
， 单轴拉力大小 （

Ｔ
？

＝

对于不 同 的局部 网格加密次数 ， 分别计算本
１ＭＰａ

， 作用在与 ｘ 轴平行的方向 。 考虑到对称性 ，

伊ｊ
， 表 丨 中列 出 了计算结果 ， 其中 ， 相对误差的计

取有限部分的 １ ／４ 作为计算区域 ， 如图 ７
（
ｂ

）所示 。

胃＆

由于对称性 ， 限制左边和下边的法 向位移为 ０
， 右
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Ｎ
＿

￡
Ａ

ｊ

ｄ／２３
．
２马蹄形隧道

拙 ＝

（

＾Ｙｎｌ ｄ^ｎ

＾ （ ６ ）删材Ｗ施撕Ｓ１ 〇 戶标＿帝麵 ３１
ｊｎ ＾

￡
＇＾＇的模型 。 模型的尺寸已标注在图 １ 〇 中 。 弹性模量

式中 ： Ｚ 为计算得到的数值应变 向量 ；
Ｚ 为解析 五＝ １ＭＰａ

， 泊松 比 ＂
＝

０ ．
２ 。 左右边界上的水平力为

应变向量 ；
／） 为弹性矩阵 。

ｃｒ
Ｈ

＝２ ０ ＭＰａ
， 上边界上的竖 向力为 ｃｒ

ｖ

＝ １ ０ ＭＰａ 。 假

表 丨 含圆孔无线大板计算结＊Ｗ模型处于平面应变状态 。

Ｔａｂ ｌ ｅ１Ｎ ｕｍｅｒ ｉｃａｌｒｅｓｕ ｌ ｔｓｏｆ  ｉｎｆｉ ｎｉ
ｔｅ ｐ

ｌ ａｔｅ

〇ｖ

ｗｉ ｔｈａｃｉ ｒｃｕ ｌａ ｒｈｏ ｌｅ

加密次数

￣

数值应变能 相对误差／％Ｒ

￣

，自 由度数一
个

０１ ２ ． ８ ０ ９４ １
． ２ １ ４６９７ ２

￣ ３ ５ｍ

１１ ２ ． ９ １ ０ ５〇 ． ４３ ４ １４７１ ５ ０二二
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