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摘  要：由于基于单位分解的无网格法，如无网格伽辽金法等，所构造的形函数往往不具有 插值属性，因此难以准

确施加本质边界条件和材料边界的连续性条件。而采用传统的罚函数法和拉氏乘子法，分别有合适罚因子的选取和需

满足 inf-sup 条件等问题。所以，利用“局部解满足了要求，则由单位分解所构造的整体解会自动满足要求”的单位分

解法的求解性质，通过构造不同类型物理片上的局部解，提出了改进的基于移动最小二乘插值的数值流形法

（MLS-NMM），并将其应用于稳定渗流问题的求解中。该方法不仅能直接准确施加本质边界和材料边界条件，而且能

精确地求解奇异角点问题。典型算例的计算结果表明，我们所建议的方法是可行的、有效的，可为工程渗流分析提供

参考。 
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Abstract: Since the shape functions derived from the partition of unity-based meshless method, such as the element-free 

Galerkin method, are free of the Kronecker delta property, there are great troubles in the exact imposition of the essential 

boundary condition and boundary continuity of materials. Nevertheless, if adopting the penalty method or the Lagrange 

multiplier method, problems, like the selection of proper penalty factor and the satisfaction of the inf-sup condition, will occur. 

This study utilizes the property of partition of unity that once the local solutions satisfy some condition, the global solution will 

automatically satisfy the same condition. By constructing local approximations in physical patches of different types according 

to the boundary condition, a new moving least square interpolation-based numerical manifold method（MLS-NMM） is 

developed. Through the solution of some typical seepage flow problems, it is demonstrated that the proposed procedure is 

capable to deal with the problems of the singular angular point precisely and may provide an alternative solution for the seepage 

analysis in engineering. 
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0  引    言 
在岩土工程设计中，渗流分析往往是必不可少的，

尤其是在土石坝、库岸边坡，深基坑的设计中。目前

常用的渗流分析方法有[1]：流体力学法、水力学法、

流网法、电比拟试验法、数值分析法。其中，由于数

值分析法计算精度高，且有快速、方便，适用于复杂

边界和求解大型问题的优势，今年来得到的迅速地发

展。 

目前常用的渗流分析数值方法有：有限元法[2-4]，

边界元法[5-6]，无网格法[7]，有限体积法[8]和数值流形

法[9-10]。其中由郑宏等提出的 MLS-NMM[10]在无压渗

流问题的求解中具有特殊的优势。该方法允许节点布

置到计算区域外，非常适用于求解渗流问题，尤其是
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无压渗流问题。但由于该方法属于单位分解类方法，

形函数不像有限元形函数那样具有 插值属性，所以

无法准确的施加本质边界和材料边界条件。只能借助

罚函数法[11]和拉氏乘子法[12]等施加边界条件，但罚函

数法有选取合适罚因子的困难，拉氏乘子法又有难以

确保满足 inf-sup 条件的问题，所以急需新的处理方式

来解决此问题。 
本文利用“只要物理片上的解（局部解）满足了

要求，则由单位分解所构造的整体解会自动满足要求”

的思想，致力于通过构造不同类型的物理片上的局部

解，来准确施加本质和材料边界条件，提出了改进的

MLS-NMM。通过 3 个典型的稳定渗流算例的流网计

算，验证了该方法的准确性。 

1  改进的 MLS-NMM 
1.1  改进的 MLS-NMM 简介 

基于移动最小二乘插值的数值流形法（MLS-NMM）

是采用数值流形法的思想[10, 13]，利用了移动最小二乘

插值的单位分解性质。它使用节点的影响域作为数学

片，生成数学覆盖；物理边界切割数学片生成物理片，

构成物理覆盖，最终形成两套覆盖系统。所以，它可

以像基于有限元覆盖的数值流形法一样，自然统一地

处理连续与非连续问题。尽管该方法使用 MLS 插值

作为权函数，会提高计算量，但是它可以减少网格依

赖性、提高求解精度且求解问题的适用性更强。 
因为 MLS-NMM 属于单位分解类法，所以它可以

根据已知的本质边界条件和材料边界去准确构造与其

相关联物理片的局部近似解。通过此种施加边界条件

的方式，就可以准确地施加本质边界条件和材料边界

条件，称之为改进的 MLS-NMM。此外，还可以根据

奇异角点处的解的性质，去构造奇异物理片，解决奇

异角点问题。所以，本文的最大创新点是通过构造不

同的物理片的局部近似解，去解决本质和材料边界条

件难以准确施加的问题和奇异角点问题。下面将详细

的介绍不同类型物理片上局部近似解的构造。 
1.2  不同类型物理片上解的构造 

根据物理片（physic patch，PP）中含有的边界类

型的不同，将物理片分为六类，来分别定义不同的局

部近似函数 h
ku 。 

（1）PP 中不含任何边界，取常数阶进行近似，

即取： 
1h

k ku a   ，               (1) 
则记： 0ku  ，  1kE  ，

T1
k kd a    。 

（2）当 PP 中仅含一条材料边界时，要满足场变

量连续，导数不连续的性质，则构造为 

1 2 3
1( , ) ( , )h

k k k ku a a g x y a f x y        
4

2 ( , )ka f x y    。                (2) 
则记： 0ku  ，  1 21kE g f f  ， kd   

T1 2 3 4
k k k ka a a a   。式中， ( , )f x y 为材料边界所在

的方程， ( , )g x y 一般为在此物理片中垂直于材料边界 
且过材料边界中点的方程（为了保持局部近似解的坐

标平衡），如图 1 所示。 
1       (( , ) )

( , )
0       (( , ) )

i
i

i

x y
x y

x y



  

，i=1，2。从式（2）

中易知此局部近似函数满足材料边界的属性。 

 
图 1 含一条材料边界的物理片（粗实线代表材料边界） 

Fig. 1 Physical patch with a material boundary (heavy line  

.represents a material boundary) 

（3）PP 仅包含一条本质边界时，这时将此已知

的本质边界条件直接用于构造此物理片的局部近似 
解，则为 

1 2( , ) ( , ) ( , )h
k k ku u a f x y a f x y g x y       ， (3) 

则记： ku u ， kE f fg   ，
T1 2

k k kd a a    。式中， 

u 为已知的本质边界条件， ( , )f x y 为本质边界所在的

方程， ( , )g x y 一般为垂直于本质边界且过本质边界中

点的方程（也是为了保持局部近似解的坐标平衡），如

图 2 所示。式（3）可知，此物理片的局部近似能准确

反映本质边界条件。 

 
图 2 含一条本质边界的物理片（粗实线代表本质边界） 

Fig. 2 Physical patch with an essential boundary (heavy line  

represents an essential boundary) 

（4）当 PP 包含两条本质边界时（有角点问题），

现将局部近似函数取为 
1

1 2( , ) ( , )h
k ku u a f x y f x y      ，      (4) 
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则记： 2 1 1 2

1 2
k

f u f uu
f f





， 1 2kE f f   ，
T1

k kd a    。式

中， 2 1 1 2

1 2

f u f uu
f f





， 1u 和 2u 对应两条已知的本质边 

界条件， 1( , )f x y 和 2 ( , )f x y 为两条本质边界所在的方

程，如图 3 所示。式（4）可知，此物理片的局部近似

也能准确反映本质边界条件。 

图 3 含两条本质边界的物理片（粗实线代表本质边界） 

Fig. 3 Physical patch with two essential boundaries (heavy lines  

.represent essential boundaries) 

（5）PP 含有一条材料边界和一条本质边界，取 
1 2

1( , ) ( , ) ( , )h
k k ku u a f x y a f x y f x y         

3
2 ( , ) ( , )ka f x y f x y     。         (5) 

则记： ku u ， 1 2kE f ff ff     ， kd   
T1 2 3

k k ka a a   。式中，u ， i ， ( , )f x y ， ( , )f x y 同

式（2）和（3）的含义相同，如图 4 所示。式（5）能 
准确反映出材料边界和本质边界的性质。 

图 4 含一条本质边界和一条材料边界的物理片 

Fig. 4 Physical patch with an essential boundary and a material  

.boundary  

（6）PP 含一条本质边界和一条自然边界，在准

确满足本质边界条件的基础上，利用文献[14]角点问

题渐进解，构造局部近似函数为 
11

1 1(cos ( 1) sin )h c
k ku u a r        

22
2 2(cos ( 1) sin )c

ka r
        ，     (6) 

则记： ku u ，
1

2

Tc
1 1

c
2 2

(cos ( 1) sin )
(cos ( 1) sin )k

r
E

r





 
   

  
    

，

T1 2
k k kd a a    。式中，

(2 1)π
2n
n





 ，n=1，2，

a

0   (
1    (

ob

o

c




 


为本质边界条件)

为本质边界条件)
， oa obr    ， ， ， ，

如图 5 所示。 

 

图 5 含两条边界的物理片（不含材料边界） 

Fig. 5 Physical patch with two boundaries and no material  

..boundary 

（7）PP 含两条自然边界，也利用文献[14]角点

问题渐进解，构造局部近似函数为 
1 21 2 3

1 2cos sinh
k k k ku a a r a r        。  (7) 

    记： 0ku  ， 1 2
1 2cos sinkE r r      ， kd   

T1 2 3
k k ka a a   。式中， 1

2π



 ， 2

π



 。r  ， ， 如 

图 5 所示。 
注意：式（6）和式（7）在两边界夹角为凹角时

尤其有用，它们能更好地反映此物理片的奇异性。此

外将本质边界条件和材料边界条件作为已知条件直接

用于构造物理片的局部近似解，不仅能准确地施加本

质和材料边界条件，还能使用严格的伽辽金变分原理，

不用像罚函数法和拉氏乘子法那样使用约束变分原理

施加边界条件。 
根据式（1）～（7）的格式表达，可将不同物理

片的局部近似函数统一为（8）式为 
h
k k k ku u E d   。              (8) 

1.3  全局近似函数 

当所有的物理片上局部近似函数定义之后（统一

格式见式（8）），通过单位分解函数{ k }作为权函数，

将局部近似函数合并到一起，就得到一个全局近似函

数，如下： 

1 1

n n
h h

k k k k
k k

u u u ND 
 

      ，      (9) 

式中，n为物理片的个数，  1 2 nN N N N  ，
TT T T

1 2 nD d d d    ， k k kN E 。 
本文中权函数{ k }取在矩形影响域下的移动最

小二乘（MLS）插值形函数（采用三次样条权函数构

造 MLS 插值形函数），具体过程参见[15]。 
 

2  渗流控制方程及离散 
本文将使用改进的 MLS-NMM 求解二维稳定渗

流的流网问题，假定材料是各向同性的。 
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2.1  基本控制方程 

渗流区域内 ，总水头满足连续性方程为 
( )k b    ；              (10a) 

水头边界（本质边界）条件  为 

  ；                   (10b) 

流量边界（自然边界）条件 q 为 

k q
n




；                (10c) 

自由面边界 f 为 
 

0 

y

k
n



 


 

  

，

，
                (10d) 

出渗面边界条件 s 为 
y   ；                  (10e) 

材料边界条件 m 为 

 

 k k
n n

 

 

 

 
 



 

   

，

。
           (10f) 

式中，为梯度算子，为计算区域内任一点的总水

头，k为渗透系数，b为内源（是已知的）， 为已知

水头边界值， q为已知流量边界值， y表示计算点的

垂直坐标分量，n为边界外法线分量，上标“+”和“-”

分别代表该量属于 m 附近的两侧， q f      

s   ，  为渗流区域 的边界。 
根据式（10a）和边界条件（10b）～（10f）得到

泛函为 
1 d d d
2 q

k b q
  

               ， (11) 

由 π( ) 0   ，得 
T T( ) d ( ) d ( ) d

q
k b q

  
             。(12) 

值得注意的是，因本文的方法是利用 MLS-NMM
的权函数具有单位分解的性质，让相关联的物理片上

局部近似函数满足材料边界和本质边界条件，则整体

解会自动满足该类边界条件的方式施加本质边界和材

料边界条件，所以无需像用约束变分原理那样施加本

质边界和材料边界。 
2.2  离散控制方程 

将式（9）代入式（12），得 


T

1
( ) ( ) ( ) d

n

k k
k B

A

k LN L u LN D


 


 
 

 
 
 




 

T Td d
q

N b N q
 

      ，      (13) 

式中，

T

L
x y

  
    

。式（13）可进一步化简为 

KD Q   ，    (14) 

式中： T dK kB B


  ， T Td dQ kB A N b
 

       

T d
q
N q


 ，  

1

n

k k
k

A L u


 ，B LN ， k ， ku 和 N

的表达式和含义详见 1.3 节。 
通过求解式（14）即可求得总水头场变量（即势

函数 ( , )x y ），要想求得渗流区域的流网，还需计算

相应的流函数 ( , )x y 。本文采用文献[2]的方法求解流

函数，此方法无需施加流场边界，只需进行域内积分，

实施简单方便。 

3  积分方案 
改进的 MLS-NMM 要采用背景网格进行数值积

分。本文将采用刘丰等[16]提出的修改的 Delaunay 三角

网格作为背景网格。值得注意的是本文的方法，材料

边界不切割数学片生成物理片，但需将通过材料边界

的背景积分网格细分，以解决不同材料区域的积分问

题。 
本文所有算例的积分方案是：在材料边界附近（积

分网格与材料边界相交）的背景积分网格采用 13 个高

斯点的 Hammer 积分，其它背景积分网格采用 6 个高

斯点的 Hammer 积分。 

4  算    例 
为验证改进的 MLS-NMM 法对稳定渗流流网分

析的正确性，将做以下算例。下面所有的算例将采用

均匀布置数学节点（用于生成相应数学片的节点），且

构造节点影响域的半径为 1.5h（本文采用正方形影响

域，即正方形的半边长为 1.5h），h为数学节点间距。 
算例的计算流程详述如下： 
（1）算例几何参数及物理参数的输入。 
（2）根据求解域布置数学节点，生成由数学片组

成的数学覆盖。 
（3）根据求解域的物理边界（本文不含材料边界）

切割数学片，生成物理片，组成物理覆盖。 
（4）查找并记录每个物理片所包含边界条件的类

型和数量。 
（5）根据 1.2 节内容判断物理片的类型并记录；

（此步用来识别不同类型物理片的局部近似函数。值

得注意的是，本文是让含边界条件的物理片的局部近

似函数满足边界条件来施加边界条件的，这是本文方

法与其它方法施加边界条件的不同之处）。 
（6）确定背景积分网格，确定每个积分网格的高

斯积分点及其权系数。 
（7）计算式（14）的 K和 Q。 
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a）对所有的高斯积分点进行循环 
①确定所有能影响该积分点的物理片和数学片；

②计算这些物理片在积分点处的 N及其导数的值和 A
的值；③将式（14）中被积函数在积分点处的值，乘

以相应的积分权系数后分别组装到 K和 Q中。 
b）结束积分点循环 
（8）求解式（14），即得势函数（总水头场变量）。 
（9）采用文献[2]的方法求解流函数。 
（10）根据（8）、（9）的计算结果，绘制流网。 

4.1  多层材料介质问题 

本算例最早由 Tracy 等[3]设计提出，用来验证数

值方法求解多层材料介质流网的准确性。计算模型的

尺寸如图 6 所示，3 层材料的渗透系数大小如图 6 所

示（单位为 cm/s），在图 6 中的左边、底边和右上边

黑实线所表示的边界为不透水边界，其它外边界为常

水头边界，虚线表示材料边界。取数学节点间距为 h=1 
m ，布置图如图 7 所示。 

 

图 6 多层材料介质尺寸图 

Fig. 6 Sizes of multilayer material medium 

 

图 7 h=1 m 数学节点布置图 

Fig. 7 Layout of math nodes when h=1 m 

本例所涉及的边界有常水头边界、不透水边界和

材料边界，即对应于 1.2 节中的本质边界、自然边界

和材料边界。则会产生 5 种具有不同局部近似函数的

物理片，这些物理片的局部近似函数分别对应于 1.2
节的式（1）、（2）、（3）、（5）、（6）。因材料边界可以

位于物理片内，所以无需再切割物理片，减少了工作

量。 
本文方法计算的流网图如图 8（a）所示。根据理

论分析，流网在材料边界处，势线和流线都会发生转

折。此外，因在每层介质中都假定是各向同性的，所

以流线和势线必垂直，同时流线必垂直于等水头边界，

势线必垂直于不透水边界。图 8（a）的计算结果同文

献[3]中的结果（如图 8（b））基本一致，且能很好的

反映出了流网的特征，证实了本文方法求解该问题的

准确性。 

图 8 多层材料介质流网图 

Fig. 8 Flow net of multilayer material medium 
4.2  堰下有压渗流问题 

继续采用文献[3]中的算例，来验证本文方法处理

复杂边界问题的能力。堰下有压渗流计算模型尺寸和

渗透系数，如图 9 所示。堰下有两个板桩（简化计算

认为其厚度为 0，即 D和 F的坐标相同，G和 I的坐

标相同），DE和 EF为右侧板桩的两侧，GH和 HI为
左侧板桩的两侧。取数学节点间距为 h=0.5 m，布置

图如图 10 所示。 
在计算中，AB，DE，EF，FG，GH和 HI为不透

水边界，BC，CD，IJ，JA 为常水头边界。本例所涉
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及的边界有常水头边界、不透水边界，即对应于 1.2
节中的本质边界、自然边界。则会产生五种具有不同

局部近似函数的物理片，这些物理片的局部近似函数

分别对应于 1.2 节的式（1）、（3）、（4）、（6）、（7）。
注意的是：像裂纹尖端存在于物理片中，通过使用

Williams 级数构造物理片上局部近似函数来满足

1/ r 奇异性的处理一样[13]，本文利用文献[14]中拉普

拉斯方程的角点问题渐进解，构造了如式（7）所示的

物理片上的局部近似解，则板桩的 E，H 点就可以存

在于同一物理片中。这样处理能很好的反映 E，F 点

处的解的奇异性，不用在 E，F点进行局部加密处理，

就可获得较高精度。 

 

图 9 堰下有压渗流模型尺寸图 

Fig. 9 Sizes of confined flow under weir 

 

图 10 h=0.5 m 数学节点布置图 

Fig. 10 Layout of math nodes when h=0.5 m 

流网的计算结果如图 11（a）所示，同文献[3]中
的结果（如图 11（b））基本一致，且在边界处的计算

结果要好于文献[3]，能很好地反映流网的特性。 

 

图 11 堰下有压渗流流网图 

Fig. 11 Flow net of confined flow under weir 
4.3  分区梯形坝无压渗流问题 

采用文献[4]的算例，来验证本文方法求解复杂无

压渗流问题的正确性。 
此分区梯形坝无压渗流计算模型尺寸和材料分区

如图 12 所示。将渗透系数分为两种情形进行分析，情

形一：k1=k2=1×10-3 cm/s；情形二：k1=1×10-3 cm/s，
k2=1×10-4 cm/s。上游面为常水头边界，底边为不透水

边界，排水区为出渗边界，如式（10e），还有自由面

边界。即分别对应于 1.2 节中的本质边界、自然边界、

本质边界和自然边界。则会产生 5 种具有不同局部近

似函数的物理片，这些物理片的局部近似函数分别对

应于 1.2 节的式（1）、（2）、（3）、（5）、（6）。 

 

图 12 分区梯形坝无压渗流模型尺寸图 

Fig. 12 Sizes of unconfined seepage model for zoned trapezoidal  

dam 

本文的自由面调整策略，采用文献[10]的方法，

这样能确保自由面调整时，自由面上的点不会出现在

域外，利于编程实现。在逸出段，假定溢出点与邻近

的自由面上两点共线，从而可求出溢出点的位置。本

例中，当自由面上点的水头与坐标的差小于给定容差

时认为收敛，即max y  ≤ ，取 0.0001  。采用

h=0.5 m 间距布置数学节点。 
从最终的流网，如图 13（a）和图 13（b）所示，

可以看出等势线与流线之间的垂直情况较好。 
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图 13 分区梯形坝流网图 

Fig. 13 Flow net of zoned trapezoidal dam 

5  结    论 
改进的 MLS-NMM 法利用单位分解的性质，通过

构造物理片上局部解，不仅能直接准确地施加本质边

界和材料边界条件，还能精确地求解奇异角点问题。

该方法解决了原 MLS-NMM（或单位分解类方法）采

用罚函数法，有罚因子的选取问题，和拉氏乘子法，

需满足 inf-sup 条件的问题。通过 3 个算例的计算结果

表明，改进的 MLS-NMM 求解稳定渗流问题是可行

的、有效的，可为工程渗流流网分析，提供参考。 
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