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基于修正 Drucker-Prager准则的 
岩石次加载面模型 

周永强，盛  谦，朱泽奇，付晓东 

（中国科学院武汉岩土力学研究所 岩土力学与工程国家重点实验室，湖北 武汉 430071） 
 

摘  要：为模拟岩石在循环加、卸载作用下的变形特性，结合 Drucker-Prager（简称 D-P）屈服准则与次加载面理论，建立

了能考虑岩石材料实际抗拉强度和应力角效应的循环加、卸载模型。首先考虑岩石在三轴压缩和在三轴拉伸状态下不同的强

度特性，在传统的 D-P屈服准则中引入角隅模型，并借鉴殷有泉提出的 D-P-Y准则，形成了修正的 D-P屈服准则；进一步

结合修正屈服准则和次加载面理论，提出了适用于岩石循环加、卸载的次加载面模型，并通过自编程序，实现了循环加、卸

载模型的数值表达与岩石循环加、卸载试验数值仿真。计算结果表明，基于修正 D-P屈服准则的次加载面模型能较好地描述

岩石的曼辛效应和棘轮效应；通过改变抗拉强度的大小，可以发现随着抗拉强度的减小，岩石的变形量相应增加，且增加的

幅度逐渐提高，说明修正模型可准确反映抗拉强度对岩石的循环加、卸载变形的影响。 
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Subloading surface model for rock based on modified Drucker-Prager criterion 
 

ZHOU Yong-qiang,  SHENG Qian,  ZHU Ze-qi,  FU Xiao-dong 
(State Key Laboratory of Geomechanics and Geotechnical Engineering, Institute of Rock and Soil Mechanics,  

Chinese Academy of Sciences, Wuhan, Hubei 430071, China) 

 

Abstract: To simulate the deformation behavior of rocks under cyclic loading and unloading, a cyclic loading-unloading model is 

developed based on Drucker-Prager (D-P) yield criterion and the subloading surface theory. Tensile strength and stress angle effect 

are considered in this model. By introducing the corner model into the traditional D-P yield criterion, and referring the D-P-Y yield 

criterion proposed by Yin Youquan, a modified D-P yield criterion is put forward on the basis of strength characteristics of rocks 

under triaxial compression and tension. According to the modified yield criterion and the subloading surface theory, a subloading 

surface model for rock under cyclic loading and unloading is proposed. Numerical verification of this model is conducted by 

programing. The results show that the subloading surface model can be used to represent the Mansingh reaction and the ratchet effect 

of rock. As the tensile strength decreases, the deformation of rock increases, and the rate of increase is gradually improved, which 

demonstrates that the modified model can be used to well reflect the effect of tensile strength on the deformation of rock under cyclic 

loading and unloading. 

Keywords: stress angle effect; tensile shear region; modified Drucker-Prager criterion; subloading surface; cyclic loading-unloading 
 

1  引  言 

岩石材料在循环荷载下的变形表现出了滞回

性及应变累积性，亦即曼辛效应和棘轮效应[15]，然

而传统屈服面只能模拟岩石的一定程度塑性变形，

却没有累积性，更不能反映加、卸载时产生的滞回

圈，如图 1所示。 

为了能模拟岩石在动力荷载（包括循环荷载）

下的动态特性，曹文贵等[6]利用黏性元件和非线性

元件模拟岩石单元的动态应力分量与静态应力分

量，进而得到岩石三轴动态变形过程模拟方法；刘

红岩等[7]采用考虑岩石细观损伤的非线性元件、节
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理面闭合及剪切变形元件等 3个基本元件的串联来

模拟，动态应力分量采用黏性元件来模拟，从而建

立了贯通节理岩体动态单轴压缩损伤本构模型。上

述模型虽在一定程度上可以较好地反映岩石的应变

率效应及损失效应，但却不能模拟岩石在循环荷载

下的滞回效应及应变累积。对此，刘恩龙等[8]根据

岩土破损力学理论，针对岩石材料提出了一个考虑

循环荷载作用的二元介质本构模型，该模型虽较好

地反映棘轮效应，然而在滞回效应方面却很差。还

有学者提出了岩石内时模型[9]，该模型模拟岩石在

循环荷载下的动态响应具有很好的实用性，然而该

模型参数较多，且其物理意义不明确，同时参数确

定存在较大的难度。此外还有 PM模型[10]、热激活

弛豫波动理论[11]等，这些模型同内时模型一样存在

一些难以解释的问题。基于此，次加载面模型则成

了一个有益的选择[12]。 

 

 

图 1  传统屈服面与循环加载试验 
Fig.1  The traditional yield criterion and  

a cyclic loading test 

 

次加载面模型反映材料在循环荷载下的变形

特性具有很好的适应性和正确性[1316]，但这些材料

一般都局限于土体材料、金属材料和混凝土，并没

有涉及岩石材料，因此，对于岩石材料，次加载面

的正常屈服面，应选择适用于岩石的屈服准则。 

广泛运用到岩石材料中的屈服准则主要有

Mohr-Coulomb（简称M-C）准则、D-P准则、Hoek- 

Brown（简称 H-B）准则和双剪强度准则，然而M-C

屈服准则没有考虑中间主应力对岩石强度的影响，

与岩石试验现象不符[17]，且其 平面上的屈服曲线
有奇异点，不便于编程；H-B准则在子午面上的包

络线是抛物线，表明了内摩擦角是随静水压力变化，

同时该准则还能反映岩体的破碎情况，但其与M-C

准则一样没有考虑中间主应力的影响，且参数 m和

s 的取值较难确定[18]；双剪强度准则虽然考虑了中

间主应力对强度的影响，但只能适用于剪切和拉压

强度满足一定关系的材料[19]；D-P准则虽不能区分 

岩石的拉伸和压缩子午线，子午面上的包络线也是

直线，然而该准则却能考虑岩石的静水压力和中间

主应力效应，且形式简单，物理意义明确， 平面
上的屈服曲线又是圆形，即处处光滑无奇异点，易

于编程，因此，相对于其他准则，选择 D-P准则作

为次加载面的正常屈服面是个恰当的选择。 

然而岩石材料拉、压强度不等且体现出明显的

Lode角效应[20]、岩石的实际抗拉强度对岩石屈服破

坏的影响等，传统的 D-P准则都没考虑，因此，本

文的思路是基于 D-P准则，考虑应力角效应及实际

抗拉强度的影响，结合次加载面理论，建立了基于

修正的 D-P准则的次加载面模型，从而反映岩石在

循环荷载的变形特性。 

2  次加载面的基本原理 

次加载面模型是由日本学者 Hashiguchi[12]提

出的，其基本思路是假设在正常屈服面（常规模型

的屈服面）的内部存在一个与之保持几何相似的次

加载面，当前应力点始终位于该加载面上，因此加

载准则不需要判断应力点是否位于屈服面上。该模

型可反映塑性应变增量对应力增量的相关性，能较

好地模拟曼辛效应（滞回特性）、棘轮效应（塑性应

变的积累性）等材料的主要循环加载特性，与常规

模型相比，该模型的弹性阶段与塑性阶段能光滑过

渡，即应力-应变关系是连续光滑的，因为塑性模量

是用次加载面与正常屈服面大小的比值来表示。 

次加载面模型如图 2所示，正常屈服面的屈服

形式为 

   yf F H              （1） 

式中： y 为位于次加载面上当前应力 在正常屈服
面上的对偶应力；H为硬化变量。由于次加载面与

正常屈服面保持几何相似，因此，次加载面模型为 

   f RF H              （2） 

式中：R 为次加载面与正常屈服面的大小之比。图

2中 s 为相似中心面与正常屈服面之比，即相似中
心比。从图 2可以得出如下的几何相似关系： 
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式中：s为相似中心； 为正常屈服面的几何中心；
 为次加载面的几何中心。当 R  0时， s   ，
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表示次加载面与相似中心面重合（相似中心面与正

常屈服面几何相似，且中心是同一点），即次加载面

收缩为一个点；当 R  1 时， y  ，即为传统的

弹塑性模型，因此，传统的弹塑性模型为次加载面

模型的一个特例。 
 

 

图 2  次加载面示意图 
Fig.2  Schematic diagram of the subloading surface 

3  修正的 D-P准则 

D-P 准则形式比较简单，参数少，考虑了静水

压力和中间主应力的影响，同时在平面上处处光
滑无奇异点，在用流动法则确定塑性应变增量方向

时比较方便，继而易于确定材料的弹塑性本构关系，

使得编程较易实施，因而该屈服准则使用比较广泛。 

然而该准则也有不适用性，一方面根据 D-P准

则可求出岩石的三向拉伸强度，假设岩石的三向拉

伸强度与单轴拉伸强度相等，即可知单轴拉伸强度

为 t / 3 cotk c   （其中 k、 为 D-P准则中的

参数），但其值与表 1[2123]则相差甚远，因此，如果

继续在岩石的拉剪区域使用 D-P准则，得出的结论

会偏于危险；另一方面俞茂宏等[20]指出，D-P准则

不具有应力角效应，即岩石的极限面与偏平面的交

线不是圆形。基于此，本文提出了修正的 D-P屈服

准则，该准则可以很好地解决以上问题。 

 

表 1  不同岩石的参数表 
Table 1  Mechanical parameters of different rocks 

岩石类型 白云岩 辉长岩 花岗岩 石灰岩 大理岩 砂岩 页岩 火山岩 石英岩 凝灰岩 文献

单轴抗压强度

/MPa 

291.6～506.3 205.0～350.8 116.2～298.6 47.1～201.4 49.7～133.3 45.7～398.4     [23]

82.7～165.5  166.9～587.4 69.0～331.0 51.7～152.4 12.3～179.3 55.2～213.0 150.2   [21]

86.9～90.3  141.1～226.0 51.0～245.0 62.0～66.9 72.4～214.0 35.2～75.2  101.5 11.3 [22]

抗压强度与抗

拉强度之比 

  7.9～28.0  3.0～22.0 1.5～49.8  6.0～12.5   [21]

19.7～29.8  12.1～19.0 25.0～61.3 37.4～53.0 26.3～63.0 36.3～167.6  15.9 10.0 [22]

 

3.1  角隅函数 

为考虑岩石在三轴压缩和在三轴拉伸状态下

不同的强度特性，即应力角效应，引入了一种角隅

模型  g  ，亦称为形状函数，它表示破坏条件的形
状。该函数的选择一般是根据试验结果来确定，但

除此之外，该函数须满足以下 3个条件才能保证
平面上屈服曲线外凸且平滑[18]： 

（1）它是凸曲线 
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综上，参考文献[24]，角隅模型取为 

 
   

1 2
2 2 21 sin 45 1.5

b
g

b b
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   （7） 

式中：b为岩石三轴拉伸时 平面上的半径。如图 3

所示，表示屈服面在 平面上随 b 的变化过程，b

越大，屈服曲线越趋近于圆，当b  1时，即屈服曲

线为圆形。 

 

 

图 3  平面上屈服曲线随 b的变化过程 

Fig.3  Change process of yield curve with b in the  plane 

 

3.2  考虑拉剪屈服的 D-P准则 

3.2.1 考虑拉剪屈服的岩石强度准则 

正如上述，D-P 准则并未考虑岩石真实的抗拉

强度，M-C准则也是如此，对此，在考虑岩石拉剪

屈服的强度准则方面，国内外做了相关研究，具体
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可以分为双曲线包络线强度准则、抛物线包络线强

度准则和圆形包络线强度准则。 

对于抛物线包络线强度准则，朱子龙等[25]认

为，拉剪区的强度曲线为 

   20
0 0

t 0


   

 
  


       （8） 

式中： 0 、 0 分别为拉剪区曲线的最高点。 

周火明等[26]根据现场岩体拉剪试验，认为三

峡船闸区岩体在拉剪区的破坏曲线更加符合二

次抛物线，即 

 tn                 （9） 

式中：n为待定系数，须通过试验来确定； t 为单
轴抗拉强度。 

此外李建林[27]则认为，H-B准则也可以很好地

描述三峡工程永久船闸区花岗岩拉剪区的破坏关

系，并推导出了准则中参数 m、s 与岩石的单轴抗

压、单轴抗拉和单轴抗剪强度有关。 

岩石拉剪区的破坏准则也可以用双曲线来描

述，周火明[26]和柳赋铮[28]则推导了此形式为 

2 2

t 1
a

a b

          

  
      （10） 

式中： a和b为曲线参数。其与现场拉剪试验的拟
合情况如图 4所示。Aubertin等[24]根据 D-P准则和

Mises-Schleicher（简称 M-S）准则，导出了符合岩

石实际抗拉强度的强度准则，并与压剪区的形式进

行了统一（MSDPu准则），即 

  1 2
2 2 2

2 1 1 1 22 0J I a I a F          （11） 

式中： 1a 和 2a 为与岩石单轴抗拉强度、单轴抗压强

度有关的参数；F 为 平面上的破坏函数； 1I 、 2J

分别是第一应力不变量和第二偏应力变量。 

 

 
图 4  现场拉剪试验双曲线型强度曲线[26] 

Fig.4  Strength curves of the hyperbola model of in-situ 
tension-shear test[26] 

另外，李平恩等[29]则用圆形代替了 D-P准则在

拉剪区的直线，压剪区的形式则沿用 D-P准则。 

3.2.2 D-P-Y准则 

上述成果在对描述岩石的拉剪破坏形态具有

重要的参考作用，然而其各自都有一定的不足：朱

子龙的模型和周火明的抛物线及双曲线包络线虽较

好地拟合了岩石的拉剪破坏形态，但它们都是基于

摩尔强度准则，说明了在 平面上屈服曲线是一个
包含奇异点的不规则六边形，从而带来了数值实现

的不便，同时没有考虑中间主应力效应[17]；H-B准

则也有与周火明模型相同的问题，虽准则中参数 m、

s 的确定问题已解决，然而李建林[27]并没有证明其

的适用性和正确性；李平恩和殷有泉虽保证了新的

屈服准则是一个处处光滑的正则函数，但该屈服函

数是阶段函数，并没有形成统一的形式；MSDPu

准则吸收了 D-P准则和M-S准则的优点，且在拉剪

区也能很好地反映岩石的屈服特性，但其参数 1a 和

2a 的值是随 平面曲线的变化而变化，同时在高应
力下，相比 D-P准则，该准则对预测岩体工程稳定

性偏安全[24]。 

综上所述，考虑到 D-P准则屈服面光滑，便于

编程方面，同时能考虑静水压力效应和中间主应力

作用，且压剪与拉剪屈服区能统一表达，此外还能

较好地顾及岩石真实的抗拉强度，李平恩等[29]提出

的 D-P-Y准则无疑是一个最好的选择：使用一个双

曲旋转面近似地代替 D-P圆锥面，且 D-P圆锥面是

该双曲旋转面的渐近面，即 

 
1 22

2 t 1 0f J k I k            （12） 

该准则形式简单，物理意义明确，当 t /k 
时，上式即为 D-P准则。实际情况下， t /k  ，
说明了D-P-Y准则不但在拉剪情况下比D-P准则偏

于危险，而且在高压应力下也同样偏于危险，由于

该准则随着静水压力的增长而不断靠近 D-P准则，

说明该准则也同样反映了高静水压力下脆性岩石的

摩擦滑移控制型延性破坏。对比式（12）和式（10）

可以发现，当 tb k    ， /a b 时，此两式是
等效的，对照图 4，说明 D-P-Y准则在拉剪区也能

很好地反映岩石的屈服状态。 

3.2.3 修正的 D-P准则 

基于上述角隅函数和拉剪屈服曲线的修正，则

考虑了岩石应力在三轴压缩和三轴拉伸状态下不同

的强度特性及实际抗拉强度的修正D-P准则的表达

式为 
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（13） 

该修正屈服准则的子午面及 平面上的曲线
如图 5所示， 平面上的屈服曲线随着静力压力的
增大，由光滑的三角形逐渐趋近于圆形，表示岩石

由脆性破坏趋向延性破坏而表现为过渡脆延破坏现

象，在高静水压力下，屈服曲线直接靠近于 D-P准

则，说明表现出了延性破坏，这与试验相符合。 
 

 
(a) 修正 D-P准则子午面 

 
(b) 平面上的强度包络线 

图 5  修正 D-P准则子午面和平面上的强度包络线 
Fig.5  Strength envelopes in the meridional plane  

and  plane of the modified D-P criterion 

4  基于修正 D-P 准则的次加载面模型
数值实现过程 

联合式（13）、（2）、（3），即可建立基于修正

D-P准则的次加载面模型。运用弹性预测-塑性修正

的思想，通过自编程序，基于修正 D-P准则的次加

载面模型的数值实现过程如图 6所示，其具体流程

如下： 

（1）初始内变量：时间步为 1n  、迭代步为 1

时，相应的内变量为 

1 1 1 1 1, , , ,K K K K K
n n n n n n n n n nS S R R F F H H           

（14） 

（2）弹性预测：在时间步为 1n  、迭代步为 1k 
时，假设应力为 

1 el 1
1 1 1dk k k

n n n   
    D         （15） 

式中： elD 为弹性矩阵。 

 

图 6   数值实现过程流程图 
Fig.6  Flow chart of numerical simulation 

 

（3）屈服判断：由 1
1

k
n

 计算相应的应力不变量

1I 和 2J ，之后则判断 

   1
1 1 1 0k k k

n n nf R F H 
   ≤        （16） 

如果式（16）成立，则此时的应力即为步骤（2）

中的应力，转至步骤（4）中的③；反之，则要进行

相应的塑性修正。 

（4）塑性修正：塑性修正的目的是求解正确的

应力，从而使屈服函数能在屈服面上，而不是远离

屈服面。 

①求解塑性因子： 
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0,1, 2,3 ,n N   
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求解相似比 
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②更新内变量： 

 1 1
1 1 1d dp k k k

n n nN  
            （20） 

  11 el 1
1 1 1 1d d p kk k k
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     D     （21） 

   2 11
1 1 t t 12 d p kk k

n n nF F k h 
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③求解相似比 R： 
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式中：  1
1

k
n m

 
 和  1

1
ˆ k

n
m

S 
 分别为 1

1
k
n

 和 1

1
ˆk

nS 
 的平均

值。 

（5）判断内外力是否平衡： 

   1
1 1 extint

k
n nf f ToL
         （29） 

   T1 1
1 1int

dk k
n nf B V 
           （30） 

式中：ToL为一个能允许的极小值；V 为单元的体

积。 

若上式成立，转至下一步，即步骤（1）；若不

成立，则跳转到步骤（2）继续进行迭代。 

5  验证与对比 

5.1  验证 

对于一个 100 mm 100 mm 100 mm的立方体

岩石，采用单轴加、卸载方式，先加载到 4.8 MPa，

之后再加载频率为1 Hz、幅值为3 MPa的半正弦波，

加载次数为 6次，加载路径如图 7所示。其常规参

数见表 2。 
 

 
    (a) 加载曲线 

 

 
(b) 计算模型简图 

图 7  加载应力路径图 
Fig.7  Diagram of loading stress path  

 
表 2  D-P准则参数表 

Table 2  Parameters of D-P criterion 

E 

/ GPa
 

c 

/ MPa

 

/ (°)
H A r u S  

12 0.2 4 30 1 0 0.5 300 1 000 0.7

注：E 为弹性模量；为泊松比；c 为黏聚力；为内摩擦角；A 和 r 为

非线性随动硬化参数；u 为控制应力点向正常屈服状态靠近的速率的参

数；S为影响滞回圈宽度的参数；为最大相似中心面与正常屈服面的比
值。 

 

利用基于传统D-P准则的次加载面模型对上述

应力路径下岩石的响应进行模拟，可以得出应力-

应变曲线（见图 8）、应变随时间的变化曲线（见图

9）、相似比随应变的变化曲线（见图 10）。 

从图 8可以看出，在卸载与再加载过程均有塑

性变形产生，从而形成了滞回圈，说明该模型能反

0
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0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5

时间/ s 

应
力

/ M
P

a 



  406                                       岩    土    力    学                                   2017年 

 

映岩石曼辛效应。图 9表明，随着加载次数的增加，

累计塑性应变也在相应地增加，说明该模型同样也

能反映岩石棘轮效应。图 10 反映了相似比 R 的变

化过程：在加载阶段，次加载面逐渐向正常屈服面

靠近，而在卸载过程中，次加载面则是先逐渐缩小，

后则是相应增大，说明在卸载过程中起初只发生弹

性变形，当次加载面超过相似中心面后则有弹塑性

变形。因此，该模型在加、卸载过程中都有一定的

塑性变形产生，与岩石实际变形特性是一致的。 

 

 
图 8  应力-应变曲线图 

Fig.8  A typical stress-strain curve 

 

 

图 9  应变随时间的变化曲线 
Fig.9  Relationship between strain and time  

 

 
图 10  相似比 R随应变的变化过程 

Fig.10  Variation of similarity ratio R with strain 

 

5.2  对比 

上述模型只是基于传统的 D-P准则，而并没有

考虑到岩石实际抗拉强度的影响，因此，利用基于

上述修正 D-P准则（D-P-Y准则）的次加载面模型

同样对上述岩石加载试验进行模拟，参数同表 2，

岩石单轴抗拉强度则分别为 6、9、15 MPa，则其子

午面上的屈服曲线与传统D-P准则的屈服曲线如图

11所示，该图说明，抗拉强度越小，岩石的弹性区

域则越小，也进一步表明岩石也越易屈服破坏，反

之则越安全，这与实际情况相符。 
 

 
图 11  D-P-Y准则和 D-P准则在子午面上的强度包络线 
Fig.11  Strength envelopes of the modified D-P criterion 

and D-P-Y criterion in the meridional plane  

 

图 12、13 表明，基于修正 D-P 准则的次加载

面模型同样也能模拟岩石的曼辛效应和棘轮效应。

由传统D-P准则得出的单轴抗拉强度为 t /k    

3 cotc   20.8 MPa，均大于 3个 D-P-Y准则的抗拉

强度，这反映出来的结果即为图 12～14所示，随着

抗拉强度的减小，岩石在循环荷载下的变形则相应

增大，尤其是抗拉强度比较低时（6 MPa），岩石的

变形增加幅度远远大于 9 MPa和 15 MPa，此时岩

石也更加危险，此现象也正好验证了图 11。因此，

基于修正D-P准则的次加载面模型比基于D-P准则

的次加载面模型更能反映岩石的真实特性，也更符

合实际工程情况。 

 

 
 
 

图 12  考虑抗拉强度的应力-应变曲线图 

Fig.12  Stress-strain curve by 

considering tensile strength 
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图 13  考虑抗拉强度应变随时间的变化曲线 

Fig.13  Relationships between strain and time  

by considering tensile strength 

 

 
 

 
图 14  考虑抗拉强度相似比 R随应变的变化过程 

Fig.14  Variations of similarity ratio R with strain by 
considering tensile strength 

6  结论与展望 

（1）基于传统 D-P屈服准则，引入了一种角隅

模型，可以考虑岩石在三轴压缩和三轴拉伸状态下

不同的强度特性。在此基础上，提出了能反映岩石

实际抗拉强度的修正 D-P屈服准则。 

（2）通过对岩石循环荷载试验的数值模拟，发

现基于修正D-P屈服准则的次加载面模型能较好地

描述岩石的曼辛效应和棘轮效应。与传统 D-P屈服

准则相比，基于修正 D-P准则的次加载面模型反映

的变形量更大，偏于危险，修正模型可准确反映岩

石的真实变形特性。 

对于岩石在动力问题上的应变率效应及相应

的损伤效应，修正模型没有考虑，这些问题是笔者

下一步研究工作中将要考虑的问题。 
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