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岩土工程亿级单元有限元模型可扩展并行计算 

张友良，谭  飞，张礼仁，施明明 

（中国科学院武汉岩土力学研究所 岩土力学与工程国家重点实验室，湖北 武汉 430071） 

 

摘  要：讨论了亿万单元有限元模型的可扩展并行计算方法。从软件和硬件两个方面提出了前处理、并行计算方法、程序算

法、后处理实现等核心问题的解决方案。采用网格加密方法生成一亿单元的有限元模型，利用对偶原始有限元撕裂内联法

（FETI-DP）求解系统方程。基于图论理论建立了子区域间的通讯拓扑关系，实现了子区域间点对点通讯，避免速度慢、通

信量大的全局通讯。在自主开发程序基础上，增加相应模块，采用面向对象编程技术和 MPI 消息传递库开发程序。对一个

一亿多单元的工程实例运用 5 000核并行计算，得到了超线性加速比。计算结果在专用图形工作站上进行后处理，显示和交

互操作速度良好。研究在两方面实现了突破：一是将模型规模提高到了一亿多单元；二是同时调用了 5 000个计算核来并行

运算，并得到了很高效率。高分辨率有限元并行模拟研究成果可为岩土工程中结构特别复杂、计算区域特别大、地质情况复

杂等模拟提供很好的技术方法和实现手段。 
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Scalable parallel computation for finite element model with hundreds  
of millions of elements in geotechnical engineering 

 
ZHANG You-liang,  TAN Fei,  ZHANG Li-ren,  SHI Ming-ming 

(State Key Laboratory of Geomechanics and Geotechnical Engineering, Institute of Rock and Soil Mechanics, 

Chinese Academy of Sciences, Wuhan, Hubei 430071, China) 
 

Abstract: The scalable parallel computation of finite element models with hundreds of millions of elements is discussed. The 

software and hardware solutions for the preprocessing, parallel computing method, software algorithms, and postprocessing are 

proposed. A finite element model of one hundred million elements is generated by grid encryption method. And the dual-primal finite 

element tearing and interconnecting method (FETI-DP) is utilized to solve the finite element system of equations. The topological 

connections among sub-domains are set up based on graph theories. Point to point communications are built to accelerate data 

exchange among sub-domains and to avoid the time-consuming global communications. Some modules are written based on an 

in-house code using object-oriented programming technique and message passing interface (MPI). A numerical example with more 

than one hundred million number of elements is carried out using 5000 cores at the same time; and super-linear speedup is obtained. 

The postprocessing is performed on a graphical workstation; and the interactive operations respond quickly. The study shows two big 

improvements: one is that the numerical model has more than one hundred million numbers of elements; the second is that 5 000 

cores are used at the same time and high efficiency is obtained. The research results show that the high resolution numerical 

simulations provide an efficient tool for large size and complex geological conditions simulations in geotechnical engineering. 

Keywords: parallel finite elements; scalable parallel computation; geotechnical engineering; dual-primal finite element tearing and 

interconnecting method (FETI-DP) 
 

1  引  言 

近年来，一些大型、复杂、重大工程在规划和

建设中，如西部高山峡谷的大型水电地下洞室群、

中东部地区千米埋深矿山井巷、跨江越海公（铁）

路隧道、纵横交错的城市地铁、石油天然气地下存
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储、放射性核废料地下处置、交通领域中的深长大

隧道等，其工程类型众多、规模之巨大为世界所瞩

目。另一方面，受地质构造运动、地形地貌、地层

岩性、断层、高原峡谷等因素影响，这些工程所处

的地质条件极端复杂，为世界所少见。 

如何准确分析和评价这些超大规模的岩土工程

灾害孕育演化过程是当前岩土工程数值分析的一个

前所未有的挑战。由于普通的计算机内存和计算速

度等性能不能满足当前的计算需求，导致产生以下

3 个主要问题：一是当前数值模型网格精度与实际

要求差距大。由于重大工程计算区域非常大（十几

千米），考虑到计算成本及技术方面的问题，几何

模型的网格尺寸较大（百米级），而工程灾害往往

是在某个局部开始发生（米级以下），因此，粗糙

的计算网格很难捕捉到局部破坏。二是数值模型在

大量简化后计算结果可靠性大大降低。大型工程所

处地质条件复杂，地层岩性差异性大。但受计算机

性能限制，需要对计算模型进行大量简化，导致数

值模型难以反映实际工程的现场真实情况。例如，

页岩气、油藏开采等渗流问题中，如果由于计算能

力原因将计算范围缩小，边界条件将影响计算结果

的准确性。三是受计算机性能限制，一些分析和模

拟难以完成。地下工程灾害孕育演化过程模拟是一

个多时步、非线性的迭代过程，计算量巨大。例如

地下储存放射性废物的危险性长达几千年，要评估

不同时段的安全性，需要进行成千上万次模拟，而

一次模拟需要十几个小时甚至几天时间，因此，普

通计算机是不能完成这样的计算。 

为此，一些研究人员利用高性能并行计算机对

复杂岩土工程问题进行模拟。如刘耀儒等[1−2]考虑到

耦合分析时步多、计算量大的问题，采用基于

element-by-element 策略的有限元并行计算方法进

行数值模拟。张强林等[3]为了解决计算精度与计算

时间之间的矛盾，针对三场耦合问题，根据区域分

解策略，采用预处理共轭梯度法进行方程组的并行

求解，利用 mpi+f77编制了主从式并行有限元计算

程序。张永彬等[4]在岩石破裂过程分析系统串行单

机版的基础上，结合现代有限元方法和数值计算方

法，在消息传递并行环境下，利用区域分解和主从

编程模式，建立了岩石破裂过程分析 RFPA3D- 

Parallel并行分析系统。李根等[5]实现了可用于计算

岩体在渗流场、温度场及应力场等多场耦合作用下

损伤演化并行分析系统。Li 等[6]基于离散裂隙网络

模型，利用并行算法对裂隙岩体交叉裂纹进行了分

析。张友良等[7−12]在有限元百万规模模拟、岩土工

程参数反演等方面均采用了并行计算技术。从这些

研究中，可以看到并行计算技术越来越多的被用到

岩土工程数值模拟、多场耦合、参数反演等计算量

大、计算时间长、内存需求高等计算中。 

针对大型有限元模型，本文从软件和硬件两个

方面，提出一套前处理、并行计算方法、程序算法、

后处理实现方案来完成亿级数量单元的有限元模

拟。本研究在多年工作基础上，优化和完善一套自

主开发的岩土工程并行有限元数值分析软件，试图

实现计算规模和使用的处理器数量两个方面的跨

越，从而完成岩土工程有限元高分辨率的精细模拟。 

2  有限元可扩展并行算法 

可扩展计算是描述并行算法或程序能否有效利

用可扩展的处理器个数的能力。简单地讲，就是随

着处理器数量增长，计算时间是不是按一定比例下

降。它是衡量一个并行算法好坏的重要指标。并行

程序性能优化相对于串行程序而言更加复杂，其中

有处理器间大量频繁通讯，用于计算过程中交换相

互依赖的数据。因此，一个算法或程序如果在通信

开销、由于数据相关性或负载不平衡引起的进程空

闲等待、以及并行算法引入的冗余计算等方面处理

不好，会导致使用处理器数量越多，计算时间反而

越长的结果。本文采用基于区域分解的并行算法，

属于粗粒度并行算法，不同处理器间只在子区域界

面上有通信需求，属于高度并行的一种算法[13−15]。 

2.1  有限元并行计算流程 

由于编程复杂，或修改已有程序非常繁琐，一

些有限元程序只对计算量大的部分（如方程组求解

等）进行并行。本研究从程序构建开始，致力于开

发一套全部过程均并行的程序，包括读入网格后子

区域剖分、单元刚度计算、系统方程组组装、方程

组求解、计算结果后处理等全是并行完成的。 

有限元并行计算程序第 1步是读入数值模型中

单元、节点等数据，然后采用 Parmetis库[16]进行子

区域并行剖分。Parmetis是一个并行图划分和填充-

约化矩阵排序程序，能够迅速生成高质量的划分，

并将各处理器间通信量缩减至最小，同时保持各子

区域计算量大致相同[15]。第 2步，程序为并行计算

进行一些数据准备，主要完成计算中需要进行通讯

的准备工作。第 3步，程序开始非线性迭代计算，

其中包括单元计算和系统方程组组装，采用并行算

法求解方程组等。第 4步，迭代收敛后进行计算结

果的后处理工作。其中，第 3步计算量是整个模拟

中最大部分，也是并行有限元的核心，程序设计也
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是围绕这一步开展的，下面就探讨这个问题的并行

计算方法。 

2.2  对偶原始有限元撕裂内联法（FETI-DP） 

有限元方法通过将计算区域进行网格划分，形

成如下整体刚度方程，计算得到节点位移 u，然后
进行单元应变、应力计算，从而实现对问题进行求

解。 

=Ku f                （1） 

式中：K 为系统刚度矩阵；u 和 f 分别为位移和荷
载向量。 

FETI-DP 方法是由 Farhat 等[17]、XUE 等[18]提

出的适合大规模问题的并行计算的一个方法，被广

泛应用在力学、电磁学等多个领域。其具体思路是：

第 1 步将整个计算区域Ω撕裂成 sN 个非重叠的子
区域 1Ω ， 2Ω ， sNΩ ，切割相邻子区域的面称为

界面。并将每个子区域的节点分成内部节点（见图 1

中三角形实点）、界面角点（见图 1中圆实点）和

其他界面点（见图 1中圆形空心点）。第 2步使用

角点将相邻子域进行内联，建立一个粗网格。第 3

步，通过引入界面拉格朗日乘子λ ，来保证相邻子
区域在界面上的连续性条件。 
 

 
图 1  FETI-DP算法网格剖分及节点分类 

Fig.1  Mesh partitioning of FETI-DP algorithm  
and its node classification 

 

根据第 1步的原则，将原始变量（即节点位移）

分成两部分：一部分为角点对应的位移 cu ；另一部
分为其他子区域节点对应的位移 1

ru ，， s
r
Nu ，这

样整体位移向量 u可以表示为 

[ ]
s

1
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           （2） 

根据以上节点划分，每个子区域的刚度矩阵、

位移向量和荷载向量可以分别表示为 

s s s s
rr rc r rs s s

s s s s
cr cc c c

,   ,   
     

= = =     
          

K K u f
K u f

K K u f
   （3） 

式中：局部 s
cu 是全局 cu 在子区域 s的那部分位移；

s
ru 可以再分为对应于内部节点的 s

iu 和对应于界面
节点的 s

bu 。位移 s
ru 和荷载 s

rf 可以进一步分为内部
节点和其他界面节点两部分，即对应内部节点的位

移 s
iu 和对应其他界面节点的位移

r

s
bu ： 

r r

s s
i is s

r rs s
,   

b b

   
   = =
      

u f
u f

u f
         （4） 

根据第 3步的原则，相邻子区域 j和 k之间界
面上的位移场连续性方程为 

r r

j k 0b b− =u u              （5） 

用矩阵形式可以将整个问题所有子区域界面上

的连续性方程表示为 
s

s s
r r

1

0
N

s=
=B u              （6） 

其中， sB 是一个带符号布尔矩阵，定义为 

r

s s s
r r b= ±B u u               （7） 

引入子区域 s的布尔矩阵 s
cB ，满足： 

s s
c c c=B u u               （8） 

因此，有限元整体刚度方程式（1）可以用以下

系列子区域刚度方程代替： 

s s s s sT
rr rc r r r

ss s s s
cr cc c c

,   1, ,s N
     −   = =     
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
K K u f B

K K u f

λ
  （9） 

式中：拉格朗日乘子λ 代表相邻子区域界面间的相
互作用力。利用式（9）第 1 行，得到 s

ru ，再代入
到式（6），通过一些矩阵运算，可以得到如下关于

拉格朗日乘子λ 和 cu 的方程为 
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r

T * *
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式（10）包含了原始变量 cu 和对偶变量λ ，是
求解一个对偶-原始问题。将式（10）中 cu 消除掉，
原问题转变为求解如下关于界面拉格朗日乘子 λ
的一个对称正定对偶问题： 

( )
rr rc rc rc

* 1 T * 1 *
cc r cc cI I I I

− −+ = −F F K F d F K fλ    （16） 

通过求解式（16）得λ 。然后将 λ 代入式（10）

得到 cu 。将 cu 和 λ 代入式（9），得到 s
ru 。因此，

整个问题得到求解。 

2.3  FETI-DP的并行实现 

并行程序不仅需要有能保证可扩展性的方法，

而且还需要高效的编程技术和算法，避免子区域间

频繁、大量通讯导致效率下降。本研究在自主开发

程序基础上采用面向对象技术，利用 C++语言和消

息传递函数库 MPI 进一步拓展，增加了 FETI-DP

数据准备模块、子区域间数据交换模块、FETI-DP

算法实现模块等，见图 2。 
 

 

图 2  FETI-DP并行算法流程图 
Fig.2  Flow chart of FETI-DP parallel algorithm 

 

为实现 FETI-DP并行算法，首先要把整体模型

剖分成子区域，并搜索得到切割子区域的界面；其

次要建立起不同处理器之间的数据交换机制。为提

高效率、减少通讯，在以下 4个方面提出了解决方

案： 

（1）利用图论理论建立相邻子区域之间通讯拓

扑关系。考虑无向图 ( , )G V E= ，其中 V 是一个非
空有限集合，E是 V中元素的无序对所组成的集合，
把 V的元素叫做图的顶点，E的元素叫做图的边。
这样，所有的子区域就构成集合 V，相邻子区域对
构成 E。这样集合 E中所有边元素建立了一个通讯
联系。如图 3(a)中有 7个子区域，它们之间的拓扑

关系可以用图 3(b)中的图表示。编程中采用两个整

型数组 xadj 和 adjncy 来表示这种拓扑关系，其中

adjncy 表示相邻子区域编号，xadj 标记相对应的起

始标号。对于图 3，adjncy[ ]= {2, 3, 4, 5, 1, 3, 1, 2, 4, 

1, 3, 5, 6, 7, 1, 4, 6, 7, 4, 5, 7, 4, 5, 6}; xadj[ ] = {1, 5, 

7, 10, 15, 19, 22, 25}。确定了相邻子域间通讯联系

后，再通过搜索，找到相邻子区域 i 和 j 中需要进
行通讯的单元和节点，就建立了子区域间的通讯关

系。这样就实现了子区域间的点对点的通讯，而不

是速度慢由一个主进程控制的全局通讯。 
 

 
(a) 子区域 

 

 
(b) 通讯拓扑图 

图 3  子区域间数据交换与通讯拓扑图 
Fig.3  Data exchange and communication  

topology among sub-domains  

（2）式（11）～（15）中的矩阵均采用分布式存

储，即每个处理器在内存中保存自己子区域的矩阵。

界面式（16）采用预处理共轭梯度法（PCG）求解。

由于矩阵是分布式存储在不同处理器上，用 PCG求

解式（16）时，主要运算（矩阵-向量积、向量点乘、

向量更新等）都是并行实现，这样可以提高计算速

度。 

（3）在 FETI-DP计算中，还有一些矩阵Cholesky

分解运算（如式（11）中 rrK 的分解），计算量比

较大。为了缩短时间，采用 RCM 节点排序算法，

对内部自由度和界面自由度进行重新排序，减小矩

有限元数值模型 
(单元、结点等数据) 

子区域剖分 

FETI-DP前处理 

Krr的 Cholesky分解 

子区域凝聚，得到 *

ccK , *

cf  

并行 PCG解方程（18） 

利用方程（9）和（10）求解位移

计算单刚，组装各子 
区域系统方程组 

开始牛顿拉夫森迭代 

收敛性判断 

后处理计算结果 

不收敛 

收敛 

Ω1

Ω6

Ω5

Ω2 

Ω7 

Ω4 

Ω3 

Ω1 

Ω2

Ω3 
Ω4

Ω5

Ω6

Ω7
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阵带宽和内存使用量，并加快计算。 

3  大数据模型前后处理方法 

与普通模型相比，大数据模型在模型生成、后

处理等方面需要特别处理。目前，一般商业软件在

个人计算机上比较容易生成几十万单元的模型，要

生成百万级数量单元的模型比较困难。受内存和速

度限制，不可能生成一亿单元的有限元模型。为解

决这个难题，笔者采用的办法是：第 1步用商业软

件生成几十万单元的四面体有限元模型；第 2步对

四面体单元进行细分，利用体积控制方法来生成高

分辨率的模型。在读入超过 10 G 大小的数据文件

时，程序调用所有处理器读入属于自己子区域的那

部分数据，这样可以大大节省内存。 

当模型中单元数量超过一亿后，数值模拟结果

文件的大小一般要超过 10 G，受内存、显卡、CPU

速度限制，普通个人计算机上难以进行后处理云图

生成等交互操作。为解决这个难题，购买了用于图

形图像显示的图形工作站 DELL T7810，其主要配

置为：2 个英特尔至强处理器 E5-2643 v3 (6C,    

3.4 GHz, Turbo, HT, 15 M, 135 W)，内存为 128 G   

2 133 MHz DDR4 (8x16 GB) RDIMM ECC(共8个内

存插槽)；硬盘：8.89 cm 2 T SATA 7.2 k +512 G SSD

固态硬盘（共 2个硬盘槽位）；Nvidia Quadro K5200 

8 GB (2 DP, 2 DL-DVI-I)显卡。后处理显示采用支持

并行的 ParaView等软件[19]，程序可以输出后处理程

序支持的文件格式，由后处理程序直接读入即可。 

4  工程算例 

4.1  并行计算平台 

本次测试是在北京超级云计算中心的新一代超

级计算机“元”实现的。“元”一期计算能力达每

秒 300万亿次，二期达 2 000万亿次，融合多种计

算资源，包括 NUMA 架构大内存节点、Intel MIC

和 Nvidia GPU高性能加速处理器、远程可视化节点

以及基于龙芯、申威国产 CPU的异构环境。一期刀

片计算系统共有 270台曙光 CB60-G16双路刀片，

CPU整体峰值性能达到 120.96 Tflops。每台刀片计

算节点配置 2颗 Intel E5-2680 V2（Ivy Bridge |10C| 

2.8 GHz）处理器，64/128 GB DDR3 ECC 1 866 MHz

内存。系统配置 1套采用 56 GB FDR InfiniBand，

全线速互连。 

4.2  例 1  利用并行计算提高计算精度 

本算例并行模拟谷城至竹溪高速公路 26 标段

黄毛关隧道开挖工程，对计算结果和现场监测数据

进行对比分析，探讨并行计算在提高精度方面的作

用。 

隧址所在地隶属位于湖北省十堰市竹山县潘口

乡黄毛关村，隧道洞轴线走向方位角起点 266°。

左幅隧道起讫桩号为 ZK161+955～ZK162+580，长

为 625 m，最大埋深为 127.7 m；右幅隧道起讫桩号

为 YK161+995～YK162+607，长为 612 m，最大埋

深为 128.7 m。计算时围岩材料力学参数采用黄毛关

隧道工程地质勘查报告中所提供的参数，衬砌材料

为混凝土，具体物理力学参数见表 1。黄毛关隧道

的并行有限元模型采用四面体单元，对模型作适当

简化，隧道围岩材料特性按均质弹塑性体考虑，根

据隧道的实际情况设置两个地层，上覆地层为强风

化石英片岩，较为破碎，围岩级别为Ⅳ级，下伏地

层为弱风化石英片岩，较为完整，围岩级别为Ⅲ级。

围岩材料力学特性假定遵循 Mohr-Coulomb 屈服准

则。 

 

表 1  黄毛关隧道材料参数 
Table 1  Material parameters for Huangmaoguan tunnel 

材料 
密度 

/ (kN·m3)

弹模

/ GPa
泊松比 

内摩擦角 

/ (º) 

膨胀角

/ (º) 

凝聚力

/ MPa 

Ⅲ级围岩 24 15 0.28 45 15 1.4 

Ⅳ级围岩 20 4 0.31 35 20 0.7 

衬砌 25 30 0.20    

 

 

图 4  黄毛关隧道有限元模型 
Fig.4  Finite element model of Huangmaoguan tunnel 

 

为了研究网格密度对精度的影响，对黄毛关隧

道采用 3种数量级的网格，计算模型如图 4所示，

模型 I有 76 917个单元，单元边长平均尺寸为 7 m；

模型 II 有 247 434 个单元，单元边长平均尺寸为    

3 m；模型 III有 1 081 879个单元，单元边长平均尺

寸为 1.2 m。用并行有限元程序对这 3种模型进行计

算，仅考虑自重作用，计算隧道拱顶沉降（计算结

果见表 2）。并将 3 种规模的模型的计算结果与理

论值进行比较，分析网格密度对计算精度的影响。 

Y

XZ
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表 2  拱顶沉降计算结果 (单位:mm) 
Table 2  Settlements of tunnel crown (unit: mm) 

计算值及 

观测值 

ZK162+565 
处沉降 

相对误差 
/ % 

ZK162+550处 
沉降 

相对误差
/ % 

模型 1 35.2 51.5 13.9 60.8 

模型 2 50.4 30.6 22.6 36.3 

模型 3 52.1 28.3 24.3 31.5 

监测值 72.7  35.5  

 

由表 2可以看出，随着网格密度的增加计算结

果越来越接近监测值，计算精度有所提高。当网格

密度相对稀疏时，比如数量从76 917增加到247 434，

精度提高较大，计算结果由 35.2 mm增加到 50.4 mm，

相对误差由 51.5%减小到 30.6%。而当网格数量从

247 434增加到 1 081 879时，精度的变化不是很大，

相对误差仅仅减少了 2.3%。ZK162+550断面的拱顶

沉降计算结果由 13.9 mm增加到 22.6 mm，相对误

差由 60.8%减小到 36.3%。而当网格数量从 247 434

增加到 1 081 879时，精度的变化不是很大，相对误

差仅仅减少了 4.8%。换言之，即精度提高的幅度随

着网格数量的增多而减小，网格较稀疏时加密网格，

精度提高幅度较大，而网格达到一定数量后，再继

续加密网格，精度提高的幅度较小。此外，从表 2

中可以看出，数值模拟的结果普遍比现场监控量测

值低，且相对误差较大，这是因为在进行黄毛关隧

道的建模过程中，对模型的地层进行了简化，没有

考虑真实施工过程中一些外界因素（爆破扰动，施

工平台的开挖、降雨等）的影响。但数值模拟结果

中的隧道变形趋势与现实情况较为吻合，说明数值

模拟方法在一定程度上能反映现场隧道围岩的受力

和变形特点。 

4.3  例 2  一亿多单元的高分辨率有限元模拟 

本算例模拟小漩隧道所在山体的地应力平衡，

为后续开挖模拟提供原始地应力场。模拟区域包括

贯穿山体的整个隧道，计算范围为：长为 1 000 m，

宽为 300 m，高约为 280 m。本算例主要验证以上

算法在模拟一亿单元模型的并行效率。 

小漩隧道位于湖北省十堰市竹山县潘口乡小漩

村，隧道经过区域冲沟及鸡爪状地形发育，主要为

斜坡，地势起伏较大，切割深度较深，山坡坡度一

般较陡，多为 30°～40°，局部在 45°以上。左幅隧

道起止桩号ZK160+608～ZK161+617，长为 1 009 m，

最大埋深为 221 m；右幅隧道起止桩号 YK160+ 

620～YK161+685，长为 1 065 m，最大埋深为 217 m。

左、右线出口坡向约 238°，坡角 30°～45°，出

口地形较陡，自然山体坡向约 344°，坡度约 25°～

45°，覆盖层较厚，山体两侧斜坡主要为残坡积层，

山谷中发育有冲洪积层。 

有限元模型（见图 5）共有 101 452 828个单元，

15 994 672个节点，自由度总数为 47 984 016个，

单元的平均体积为 1 m3，地层材料参数见表 3。在

计算中每个子区域分配到不同的 CPU核中，即一个

核只计算一个子区域。 

 
表 3  小璇隧道材料参数 

Table 3  Material parameters for Xiaoxuan tunnel 

材料 
密度 

/ (kN·m3)
弹模
/ GPa

泊松比 内摩擦角 
/ (º) 

膨胀角

/ (º) 
凝聚力
/ MPa 

Ⅲ级围岩 24.5 15.6 0.24 45.6 12 1.52 

Ⅳ级围岩 20.5 3.6 0.32 32.0 22 0.55 

衬砌 25.0 30.0 0.20    

 

本算例中，由于模型太大，笔者从 900个核开

始计算，因此，计算效率以 900核作为参考起点。

图 5显示了山体 Z方向的位移，图中被接缝分割的
是一个个子区域。 

 

 
图 5  小璇隧道 FETI-DP的子区域剖分及计算结果 

Fig.5  Finite element model of Huangmaoguan tunnel 

 

从表 4可以看出，当计算核数为 900时，整个

模型的角点自由度数量为 13 380，拉格朗日乘子 λ
数量为 5 625 393；当核心数到达 5 000时，角点自

由度数量增加幅度不大，为 79 792；但拉格朗日乘

子λ数量增加幅度较大，为 10 465 302。拉格朗日

乘子λ数量也就是 PCG求解的方程组(16)的阶数。

虽然，拉格朗日乘子λ数量增幅较大，但 PCG迭代

收敛次数基本保持不变。这也说明了为什么 FETI- 

DP能够实现可扩展计算。 

在表 5中，第 1列的凝聚过程计算主要是式（13）、

（15）的计算，涉及到矩阵的 Cholesky分解。PCG

计算是指求解方程组（16）的迭代求解；其他计算

是指得到λ后，通过回代计算求解位移向量等运算。
从表 5的计算结果可以看到，FETI-DP实现了计算

时间随核心数增加而快速递减，例如，当使用 900

核时，计算时间为 257.1 s，而使用 5 000核时计算

Y

X
Z 
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时间只需要 8.4 s；核心数增加了 5.56倍，而计算时

间缩短了 30.61 倍，说明效率提升非常明显。结果

表明，在 5 000核条件下，该算法实现了可扩展的

并行计算。分析各部分计算时间可以看到，凝聚过

程和界面方程 PCG迭代计算占绝大部分计算时间，

而且当核心数较少时，子区域凝聚过程占用时间更

多。 

 

表 4  不同计算核下边界自由度数量及 PCG迭代次数 
Table 4  Number of interface degrees of freedom and 

iteration number of PCG for difference number of cores 

核心数 子区域数 Nc Nλ PCG迭代次数

900 900 13 380 5 625 393 25 

1 200 1 200 17 832 6 256 398 22 

2 400 2 400 36 993 8 042 088 25 

3 600 3 600 56 322 9 316 041 25 

5 000 5 000 79 792 10 465 302 25 

 
表 5  FETI-DP并行性能 

Table 5  Performance for FETI-DP 

核心数 
凝聚 

/ s 

PCG 

/ s 

其他 

/ s 

总时间 

/ s 

时间缩短

倍数 

900 205.9 48.5 2.70 257.1  

1 200 129.3 19.4 1.70 150.4 1.71 

2 400 26.1 6.9 0.59 33.6 7.65 

3 600 12.7 5.3 0.46 18.5 13.90 

5 000 3.2 4.6 0.60 8.4 30.61 

5  讨  论 

（1）在并行计算过程中，并行效率 pE 的值一般
介于 0～100%之间。本算例 2 得到了大于 100%的

效率，称为超线性加速比。得到这样结果的主要原

因归结于Cholesky分解算法的复杂度为 3 2/ 3 ( )n O n+
（n为矩阵阶数）。而且，基于 Cholesky分解的凝

聚计算是 FETI-DP中计算量较大一部分。 

（2）网格数量的多少将影响计算结果的精度和

计算规模的大小，一般来讲，网格数量增加计算精

度会有所提高，但同时计算规模也会增加。当网格

数量较少时增加网格数量可以使精度明显提高，而

计算时间不会有大的增加，当网格数量增加到一定

程度后，再增加网格时精度提高甚微，而计算时间

却有大幅地提高。所以对于一个特定的计算模型，

应该选择一个合适的网格密度，从而节省计算资源。

所以对于黄毛关隧道的模型，100 410× 单元是较为

合适的，既能保证精度又能确保计算资源的合理利

用。 

（3）算例 2验证了程序具备利用 5 000核进行

一亿单元的有限元模拟能力。但该算例并不算是一

个很典型的例子，高分辨率的有限元模拟对于结构

特别复杂、计算区域特别大、地质情况复杂等模拟

更能体现其作用。 

（4）当单元规模超过一亿后，后处理程序读入

10 G以上的数据文件需要十几分钟，但一旦数据读

入内存，云图的生成等操作反应比较快，一些鼠标

交互操作，如图形放大、移动、旋转等可以瞬时实

现。 

6  结  论 

（1）论文在前期基础上取得了两个方面突破：

一是将模型规模提高到了一亿多个单元；二是同时

调用了 5 000个计算核来并行运算，并得到了很高

效率； 

（2）为解决大规模模型带来的一系列问题，特

别是模型单元数量在亿级或以上，对前处理、可扩

展并行算法、并行实现方法、后处理等方面均需要

进行特殊处理； 

（3）数值试验表明论文采用的 FETI-DP算法具

有很好的可扩展性能。 

本研究为岩土工程复杂重大问题进行高分辨率

快速模拟提供了高效实用的技术方法。在后续研究

中，将进一步提高程序的数据并行读写能力，并以

一个典型、复杂、重要工程实例为背景，实现一万

核以上的并行计算，分析高分辨率模拟在具体工程

的稳定性和安全性评价方面发挥的作用。 
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