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摘  要：在工程中发生的很多边坡破坏模式不仅表现为剪切破坏，还表现为在边坡后缘产生一定深度的张拉破坏。这种既考

虑剪切破坏又考虑张拉破坏的屈服准则，是经典的 Mohr-Coulomb（简称M-C）屈服准则难以模拟的。从空间方位离散的角

度出发，对经典的 M-C 屈服面线性化的方式进行改造，建立了基于方位离散的线性化屈服准则，同时在屈服准则中考虑了

张拉破坏准则，并引入伪黏聚力，保证在每一个离散方位平面上既不违背屈服准则，又不违背张拉破坏准则，建立了同时考

虑张拉及剪切破坏的下限原理有限元法。算例表明了该方法的有效性，同时也证明了仅考虑剪切破坏时，会过高地估计边坡

的安全系数。 
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Lower bound finite element method for analyzing tenso-shear failure of slopes 
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Abstract: The failure modes of slopes include not only the shear failure but also the tensile failure, especially in the back of frontier 

of slopes. The traditional yield criterion of Mohr-Coulomb is difficult to deal with the shear failure with the tensile crack modes in the 

lower bound limit analysis. The paper reformulates the yield criterion of Mohr-Coulomb with respect to the linearized spatial 

discretization in the lower bound limit analysis based on finite element method. Meanwhile, a pseudo cohesion is introduced to assure 

that neither the Mohr-Coulomb yield criterion nor the tensional failure criterion is violated, and a lower bound limit finite element 

method is developed for analyzing the tenso-shear failure of slopes. The numerical examples illustrate the validity of the proposed 

method, while showing that if only the shear failure is considered, the factor of safety would be overestimated in the slope stability 

analysis. 

Keywords: slope stability analysis; lower bound finite element method; spatial discretization; tenso-shear failure 
 

1  引  言 

边坡失稳破坏是岩土工程中常遇到的问题之

一，目前对于边坡的稳定性分析方法主要有极限平

衡法、极限分析法、有限元强度折减法、矢量和法

等，然而这几种分析方法都有一定的适用性。在岩

土工程中，常用的屈服准则为M-C屈服准则，该准

则对于边坡发生剪切破坏的模拟是适用的，但很难模

拟既发生剪切破坏又发生张拉破坏的情况。Griffiths[1]

和 Duncan[2]等采用不考虑张拉的 M-C 屈服准则来

分析边坡的稳定性；Dawson[3]等同样仅考虑剪切采

用强度折减法得到边坡的安全系数。实际上，由于

边坡在破坏过程中大多出现张拉裂缝，对于边坡的

破坏准则更为合理的是，同时考虑张拉与剪切的复

合屈服准则。戴自航等[46]将张拉破坏准则引入到强

度准则中，采用有限元强度折减法来分析边坡的稳

定性，结果表明，若不考虑张拉破坏，则得到的边

坡安全系数会偏高至少 1%。 

由于下限原理有限元法具有严谨的力学基础，

且得到的安全系数偏于安全，更具有实用价值，因
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此，本研究采用该方法对边坡的稳定性进行研究。

在 20世纪 50年代，Drucker等[7]基于极值原理提出

了土体极限分析理论，该理论最大的优点是不用考

虑土体破坏的本构关系，而直接研究土体的极限状

态。Chen[8]进一步阐明并发展了极限分析理论在土

工问题中的应用。然而对于下限问题，静力许可应

力场的构造是最困难的，在 1970年，Lysmer[9]第一

次将数学的线性规划理论引入到下限问题，并将有

限元三角形网格剖分理论应用到下限理论，用于分

析平面应变问题，用内接正多边形不断地逼近M-C

屈服面，等效为线性化的屈服准则，解决了应力场

的构造问题。澳大利亚学者 Sloan[1011]，分别于 1988

年和 1989 年提出了基于屈服准则线性化的上限有

限元法和下限有限元法，推动了极限分析理论在工

程中的应用。近年来，国内学者，杨洪杰[12]和黄齐

武[13]以及陈炜[14]等都对极限分析理论做出了突出

贡献，从算法上对极限分析理论进行了深入的研究。

李春光等[1517]将四边形网格单元引入到下限分析

中，并在积分意义上建立平衡方程的弱形式，从而

得到线性的平衡方程，比三角形单元更有优势，求

解效率大幅提高；并且提出了基于空间离散方位的

M-C 屈服准则线性化方案，该方案比经典的 M-C

内接多边形线性化更有优势，可以方便地考虑各向

异性和张拉条件。本研究在相关研究成果的基础上，

既考虑剪切破坏条件也考虑张拉条件。 

2  下限理论 

静力许可应力场是指在求解区域V 内满足静
力平衡方程，并处处不违背屈服条件，以及在应力

边界 TS 上满足应力边界条件的应力场。根据塑性力
学极限分析指出，所有静力许可应力场对应的外载

荷一定不大于真实的极限载荷，亦即静力许可应力

场对应的外载荷从下侧逼近真实的极限荷载，因此，

该理论被称之为下限理论。 

所以，可以在所有静力许可应力场中寻找最大

的极限荷载，该问题为一数学规划问题。可以表达

为 
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式中： 为荷载乘子； iF 为单位体积上的体积力向
量； iT 为应力边界上给定的面力； ( )ijF  为屈服条

件。 

3  下限应力场的有限元构造 

3.1  四边形单元的平衡方程 

本研究借助于有限元网格剖分的思想，采用比

三角形单元求解效率更高的双线性四边形单元进行

区域离散，并采用单元积分，建立平衡方程的弱形

式，从而在单元意义上满足平衡方程。 

四边形单元中应力的插值模式为 
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式中： i
x 、 i

y 、 i
xy 为四边形单元每个节点的 3个

应力分量； iN 为四边形单元的形函数。 

平衡方程为 
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式中：  为材料的重度。 

将式（2）带入到式（3），可得 
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为了使得 B为常矩阵，在单元内对式（4）积

分得 
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经过积分后得到的 eB  和 eb 为常矩阵和常

矢量，便于在程序中实现。 

3.2  应力连续性条件 

构造的静力许可应力场应在单元之间的公共边

上满足应力连续性条件，即保证正应力和剪应力相

等，如图 1所示。 



  2428                                      岩    土    力    学                                   2016年 

 

 

 

图 1  相邻单元应力连续条件 
Fig.1  Stress continuous condition between 

 adjacent elements 
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式中：a、b 分别为相邻的两个单元，参考文献[16]

得 
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3.3  应力边界条件 

在应力边界处需要满足已知的应力边界条件 
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3.4  基于离散方位的线性化M-C屈服条件 

要保证材料不屈服，需要保证在每一个离散方

位后都不屈服，同时随着离散边数的增加，结果是

不断地逼近真实解的。如图 2所示，采用拉正压负

的规定，以 x轴为基准，从 0到分为 n等份，则
第 k个离散方位与 x轴的夹角为 

k k
n

 
               （11） 

离散后得到该方位的外法向向量和切向向量分

别为 

cos

sin
k

k

n



 
  
 


             （12） 

sin

cos
k

k

t



 
  
 


            （13） 

 

 

图 2  Mohr圆的空间离散 
Fig.2  Spatial discretization of Mohr circle 

 

该离散面上正应力与剪应力分别为 
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式中：
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此时，得到离散后M-C屈服条件为 

n tan c   ≤            （15） 

式中： c、分别为黏聚力和摩擦角。并且得到的
法向应力和剪应力都为 x 、 y 、 xy 的线性函数。 

在将屈服条件进行线性化时，难以保证每一个

离散方位都处于屈服面之内，在局部仍有部分方位位

于屈服面之外，为了保证下限的性质，参考文献[17]，

将黏聚力 c表述为 
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2
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n n
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式中： c称为伪黏聚力，带入到式（15）中得 

n tan c   ≤           （17） 

4  张拉条件 

在强度条件中考虑张拉破坏时，则应满足 

 n t ≤              （18） 

式中：  t 为许可张拉应力，当  t 取 0时，即为

无拉应力条件。 

若材料为无拉应力时，则离散之后的无拉应力

条件表示为 

n 0 ≤               （19） 

5  算  例 

5.1  算例 1 

该算例取自文献[18]，该边坡为一均质边坡，

坡度为 45°，坡高为 20 m，土重度   25 kN/m3，
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黏聚力 c  42 kPa，内摩擦角  17°，底边固定约

束，侧面法向约束，边坡的网格划分如图 3所示。

表 1为不同方法计算的安全系数。 

 

 

图 3  算例 1网格划分 
Fig.3  Meshing of example 1 

 

表 1  不同方法计算的安全系数结果比较 
Table 1  Safety factors of different methods 

破坏类型 
有限元强度 

折减法[18] 

有限元强度 

折减法[6] 

上限 

有限元法

本文下限

有限元法

M-C剪切破坏 1.120   0.997 

张拉-剪切复合破坏  1.060 1.061 0.978 

 

 
 

图 4  不考虑张拉的塑性区分布 
Fig. 4  Distribution of plastic field without  

considering tensile failure 

 

 

 

图 5  考虑张拉的塑性区分布 
（黄色区域为张拉塑性区） 

Fig.5  Distribution of plastic field considering tensile 
failure(the yellow zone is the tensile plastic field) 

 

从表可以看出，本文采用的下限有限元法得到

的安全系数是小于有限元强度折减法得到的安全系

数，这也说明了下限解是偏于安全的。同时可以看

出，若考虑张拉-剪切复合破坏，则得到的安全系数

为 0.978，是小于不考虑张拉时得到的安全系数

0.997的，仅考虑剪切破坏时比考虑张拉-剪切复合

破坏时偏高 2%。在实际工程分析中，若单纯地仅

考虑剪切破坏则会高估了边坡的安全性。 

如图 4所示，不考虑张拉时的塑性区贯通出现

在坡顶距离边坡 5.6 m处，塑性区向坡脚处延伸贯

通；在图 5中可以看出，若是在强度条件中考虑张

拉条件，则塑性区出现在距离边坡 4.7 m处，并向

坡脚处延伸贯通。当考虑张拉时，坡顶土体一旦出

现张拉现象，则土体达到强度条件，因此，得到的

强度折减系数低于仅考虑剪切破坏计算得到的强度

折减系数。 

5.2  算例 2 

该算例取自文献[6]，该边坡为一含有软弱夹层

的层状边坡，一级边坡坡高 8 m，坡比 1:1，二级边

坡坡高 10 m，坡比为 1:0.75，软弱夹层厚度为 1.5 m，

边坡示意图如图 6所示，各层土工参数如表 2所示，

底边固定约束，侧面法向约束，边坡的网格划分如

图 7所示。 

 

 
图 6  算例 2边坡模型示意图 

Fig.6  Sketch map of example 2 

 

表 2  算例 2物理力学参数 
Table 2  Physical and mechanical parameters of example 2 

土层 

编号 

 
/ (kN/m3)

E 

/ MPa 
 

c 

/ kPa 

 
/ (°) 

A1 18.8 12.0 0.30 27.3 13.6 

A2 19.0 12.0 0.30 22.4 13.6 

A3 16.5 2.1 0.42 15.6 8.7 

A4 19.0 12.0 0.30 23.9 23.2 

A5 19.0 15.0 0.28 34.4 29.8 

 

 

图 7  算例 2边坡网格划分 
Fig.7  Meshing of example 2 
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表 3  不同方法安全系数计算结果比较 
Table 3  Safety factors of different methods 

破坏类型 
有限差分法 

FLAC[6] 

有限元强 

度折减法[6] 

上限有限 

元法 

本文下限

有限元法

M-C剪切破坏   1.067 0.955 

张拉-剪切复合破坏 1.010 1.050 1.036 0.931 

 

 

 

图 8  不考虑张拉的塑性区分布 
Fig.8  Distribution of plastic field without  

considering tensile failure 

 

 

 

图 9  考虑张拉的塑性区分布（黄色区域为张拉塑性区） 
Fig.9  Distribution of plastic field considering tensile 

failure(the yellow zone is the tensile plastic field) 

 

该边坡为软弱夹层 A3的层状边坡，得到的解如

表 3所示，可以看出，本文的下限有限元法得到的

安全系数是小于有限元强度折减法、有限差分法以

及上限有限元得到的安全系数，再次说明了该方法

是偏于安全的，而且考虑张拉-剪切复合破坏时得到

的解为 0.931，比仅考虑剪切破坏时的解 0.955结果

低 2.5%。边坡的破坏模式不是单一的剪切破坏，而

是受到张拉与剪切的共同作用的张拉-剪切复合破

坏模式。 

如图 8和图 9所示，仅考虑剪切时塑性区出现

在坡顶距边坡 3.9 m处，并延伸贯通，若考虑张拉

条件时，坡顶的塑性区出现在距离边坡 3.2 m处，

由于存在软弱夹层 A3，使得塑性区不会贯通至坡

脚，而是贯通软弱夹层，在软弱夹层中出现破坏。 

5.3  算例 3 

该算例取自文献[19]，为日本著名边坡稳定分

析考题，模型尺寸见图 10，计算区域由倾斜分布的

3 层土构成，中间层为强度较弱的厚层软土，各层

土的物理力学参数见表 4。而且很多学者也对其进

行过研究[20]。底边固定约束，侧面法向约束，网格

划分如图 11所示。 
 

 
图 10  算例 3模型尺寸 

Fig.10  Calculation model of slope 3 

 

表 4  算例 3物理力学参数 
Table 4  Physical and mechanical parameters of example 3 

土层 

编号 

 
/ (kN/m3) 

E 

/ MPa 
 

c 

/ kPa 

 
/ (°) 

A1 18.82 10.0 0.35 29.4 12 

A2 18.82 10.0 0.35 9.8 5 

A3 18.82 10.0 0.35 294.0 40 

 

 
图 11  算例 3边坡网格划分 

Fig.11  Meshing of example 3 

 

表 5  不同方法安全系数计算结果比较 
Table 5  Safety factors of different methods 

破坏类型 

Conjugate

Gradient

法[19] 

RST–2

法[19] 

有限 

元法[6] 

有限差

分法[6] 

上限有限

元法 

本文

下限

有限法

M-C剪切破坏 0.405 0.401 0.417  0.441 0.401

张拉-剪切复合破坏    0.390 0.400 0.386

 

 

图 12  不考虑张拉的塑性区分布 
Fig.12  Distribution of plastic field without  

considering tensile failure 
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图 13 考虑张拉的塑性区分布（黄色区域为张拉塑性区） 
Fig. 13  Distribution of plastic field considering tensile 

failure(the yellow zone is the tensile plastic field) 

 

表 5给出了各种分析方法得到的安全系数，可

以看出，本文法得到的安全系数小于其他的方法，

说明下限法是收敛于真值解的，但不会超过真解。

同时可以得到，本文的下限有限元法考虑张拉-剪切

复合破坏时得到的安全系数为 0.386，仅考虑剪切破

坏时得到的安全系数为 0.401，两者相差 3.7%。在

边坡的稳定性分析中，不仅要考虑材料剪切强度的

控制，也要考虑材料张拉强度的控制，尤其是岩土

体材料，往往抗拉能力比较低，在实际分析中，要

侧重对张拉能力的研究。 

从图 12、13中可以看出，仅考虑剪切时，塑性

区出现在距离边坡 7.5 m处，并延伸至坡脚发生剪

切破坏，当考虑张拉时，塑性区沿着中间强度较弱

的土层贯通，并向坡脚延伸发生破坏，从图中可以

得到，仅考虑剪切和同时考虑张拉与剪切时的破坏

模式是不同的，并且考虑张拉时得到的强度折减系

数低于仅考虑剪切时得到的强度折减系数。 

6  结  论 

（1）首先本文提出的下限原理有限元法的M-C

屈服条件是采用基于离散方位的线性化形式，是不

同于经典的内接多边形或外接多边形来逼近 Mohr

圆的形式，有几个方面的优势：一是离散后平面上

的正应力为单元节点应力变量的线性形式，不仅方

便地进行线性化，还可以很方便地考虑材料的张拉

强度，而经典的离散化方法是很难通过线性化实现

的；二是离散后平面上剪应力也是关于单元节点应

力变量的线性形式，可以容易地考虑材料各向异性

的特性。 

（2）对于边坡的稳定性分析，不仅要考虑边坡

发生剪切破坏，也要考虑边坡发生张拉破坏。实际

工程中，边坡发生滑动破坏时，在滑坡床是发生剪

切破坏，而在滑坡体的上缘往往是受到张拉作用的，

因此，在分析中，要侧重对张拉的研究，尤其是岩

土类材料抗拉性能往往较低。 

（3）从上面的几个算例中可以看出，若不考虑

张拉破坏，则得到的结果是偏高至少 2%，从而高

估了边坡的安全稳定性；考虑张拉的塑性区的分布

和仅考虑剪切时塑性区的分布是有差异的，有不同

的破坏模式。 
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