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摘  要：Drucker-Prager（以下简称 D-P）屈服准则因其形式简单、物理意义明确而得到广泛的应用，然而经过多年的应用和

研究，其缺点逐渐显现出来，如拉剪区偏大、不具有应力角效应等，针对这些不足，提出了修正的 D-P屈服准则。在拉剪区

用圆球面和横截面的组合方式代替原来的圆锥面，从而不改变 D-P屈服准则压剪区的形式，在考虑岩石实际的拉伸强度的同

时，也满足该屈服准则经过单轴抗拉强度点的条件；为考虑岩石在三轴压缩和三轴拉伸状态下不同的强度特性，即应力角效

应，引入了一种角隅模型；为保证屈服准则始终通过岩石的单轴抗压强度点，建议了一种材料参数 k值的取值方法。为验证

屈服准则修正后的适用性和正确性，将修正屈服准则与真三轴试验结果进行了拟合，同时与Mohr-Coulomb（以下简称M-C）

准则进行对比，结果表明，修正屈服准则可以很好地描述试验现象，且比M-C准则更接近真实结果。 
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A study of modified Drucker-Prager yield criterion 
 

ZHOU Yong-qiang1,  SHENG Qian1,  LIU Fang-xin2,  FU Xiao-dong1,  ZHU Ze-qi1 
(1. State Key Laboratory of Geomechanics and Geotechnical Engineering, Institute of Rock and Soil Mechanics, Chinese Academy of Sciences,  

Wuhan, Hubei 430071, China; 2. Department of Economy Management, North China Electric Power University, Baoding, Hebei 071003, China) 

 

Abstract: Drucker-Prager yield criterion is widely used in rock engineering with the benefits of its simple form and clear physical 

meaning. However, its drawbacks are gradually revealed after years of research and application, such as lacking the effect of stress 

angle and the oversized tensile-shear region. Therefore, we propose a modified Drucker-Prager yield criterion in this study. In 

compressive-shear region, the same form of Drucker-Prager yield criterion is reserved, but in tensile-shear region, the original conical 

surface is replaced by the combination of a spherical surface and a cross section. This method can not only consider the real tensile 

strength of rock, but also satisfy the condition that the yield criterion passes the point of uniaxial tensile strength. A corner model is 

introduced to describe different strength characteristics of rock under triaxial compression and triaxial tension. To satisfy the 

condition that the yield criterion goes through the point of uniaxial compressive strength, a new method for calculating the value of k 

is suggested. Then the calculated results of the yield criterion are further fitted with that of true triaxial tests to verify the applicability 

and accuracy of the modified yield criterion. By comparing the results of the modified criterion with that of Mohr-Coulomb criterion, 

it is shown that the modified yield criterion can describe experimental data well, which is more realistic than the later. 

Keywords: corner model; Drucker-Prager criterion; tensile shear region; true triaxial tests; corner singularity 

 

1  引  言 

D-P屈服准则是在 Von Mises 屈服准则的基础

上，考虑静水压力影响而演化而来的，其具体表达

式为[1] 

1 2I J k               （1） 

式中： 和 k为材料参数； 1I 和 2J 则分别为应力的
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第一不变量和偏应力第二不变量。 

关于 和 k的取值，文献[1]通常是把 D-P准则

与M-C准则联系起来，即认为 D-P准则是M-C准

则在 平面上去除棱角点（也为奇异点）的光滑近

似处理方法，因为 D-P准则在 平面上为一圆形。

当 D-P 准则与 M-C 准则不等角六边形外角点外接

时（三轴受压）， 和 k的取值分别为 

  
2sin

3(3 sin )







           （2） 

6 cos

3(3 sin )

c
k







           （3） 

式中：为材料内摩擦角； c为材料黏聚力。 

当材料为三轴受拉破坏时，D-P准则与M-C准

则的内角点外接， 和 k的取值分别为 

2sin

3(3 sin )







          （4） 

6 cos

3(3 sin )

c
k







          （5） 

如果对M-C准则的屈服函数求导时，亦即求屈

服函数的极小值时，此时 和 k的取值则为 

       
2

sin

3 3 sin







         （6） 

 
2

3 cos

3 sin

c
k







           （7） 

而M-C准则的屈服函数为 

1

2

1
sin

3

1
cos sin sin cos

3

F I

J c



   

 

 
  

 

  （8）  

式中： 为洛德角，与应力状态有关，取值范围为 

[30°, 30°]。 

D-P 准则形式比较简单，参数少，考虑了静水

压力和中间主应力的影响，同时在 平面上处处光

滑无奇异点，在用流动法则确定塑性应变增量方向

时比较方便，继而易于确定材料的弹塑性本构关系，

使得编程较易实施，因而该屈服准则使用比较广泛。 

然而该准则也有不适用性，一方面根据 D-P准

则可求出岩石的三向拉伸强度，假设岩石的三向拉

伸强度与单轴拉伸强度相等，即可知单轴拉伸强度

为 0 3 cotT k c   ，但其值与表 1[25]则相差甚远，

因此，如果继续在岩石的拉剪区域使用 D-P准则，

得出的结论会偏于危险；另一方面俞茂宏等[6]指出，

D-P 准则不具有应力角效应，即岩石的极限面与偏

平面的交线不是圆形。基于此，本文提出了修正的

D-P屈服准则，该准则可以很好地解决以上问题。 
 

表 1  不同岩石的参数表 

Table 1  Mechanical parameters of varied rocks 

岩石类型 白云岩 辉长岩 花岗岩 石灰岩 大理岩 砂岩 页岩 火山岩 石英岩 凝灰岩 文献

291.6～506.3 205.0～350.8 116.2～298.6 47.1～201.4 49.7～133.3 45.7～398.4     [2]

82.7～165.5  166.9～587.4 69.0～331.0 51.7～152.4 12.3～179.3 55.2～213.0 150.2   [3]
单轴抗压强度 

/ MPa 
86.9～90.3  141.1～226.0 51.0～245.0 62.0～66.9 72.4～214.0 35.2～75.2  101.5 11.3 [4]

            

  7.9～28.0  3.0～22.0 1.5～49.8  6.0～12.5   [5]抗压强度与抗拉

强度之比 19.7～29.8  12.1～19.0 25.0～61.3 37.4～53.0 26.3～63.0 36.3～167.6  15.9 10.0 [4]
            

 

2  考虑拉剪屈服的 D-P准则 

对于拉剪区偏大的问题，文献[78]已对其进行

了研究，并提出了相应的模型。 

2.1  FLAC 3D软件[7]（拉剪横断面） 

如图 1 所示，商业软件 FLAC3D直接在拉剪区

作一横截线，即 BC段，与传统的 D-P准则交于 B

点，保留 AB段，因此，其屈服准则为 AB段的压剪

屈服和 BC段的拉剪屈服，其表达形式为 

s
1 2 0f I J K            （9） 

t
1 t 0f I              （10） 

式中： sf 为压剪屈服函数； tf 为拉剪屈服函数； t
为材料抗拉强度；K为材料参数。 

该模型虽考虑了岩石的实际抗拉强度，然而这

个截断面与原 D-P锥面却交汇成新的奇异点，同时

在交汇点处也不光滑，因此，在处理上构成新的困

难。 
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注： k 与式（9）中 K为同一个参数，q 与式（9）中 为同一个参数。 

图 1  FLAC3D屈服失效准则 

Fig.1  Yield failure criterion in FLAC3D 
 

2.2  李平恩模型[8] 

考虑到以上方法的问题，李平恩等[8]则提出了

D-P-Y 准则，即分别用双曲旋转面和球形屈服面来

代替 D-P准则在拉剪区的圆锥面，下面则是这两种

方法的具体形式。 

（1）双曲型 

如图2所示，用一个双曲旋转面近似地代替D-P

圆锥面，而后者是前者的渐近面，其屈服准则为 

2 2
1 2f I J a k k          （11） 

t1 (0 1)
I

a a
K


  ≤ ≤        （12） 

式中： tI 为材料的抗拉强度。 

 

 
 

图 2  双曲型 D-P准则 

Fig.2  Hyperbolic D-P criterion 

 

由上式可知，当 0a  时，其即为传统的 D-P

准则。 

（2）球顶型 

如图 3所示，在压剪区，即 1 BI I 时保持传统

的 D-P准则；当 1 BI I≥ 时，采用一个球形屈服面代

替原来的锥顶附近的锥面，圆球面的圆心为 A点，

与 D-P准则的交点为 B点，则有 

s
1 2 1,   Bf I J k I I         （13） 

1t 2 2
2 1 t 1[ ( ) ] ( ) ,    A A Bf J I I I I I I     ≥ （14） 

式中： AI 为圆球面的圆心 A 的横坐标； BI 为圆球

面与圆锥面相交点 B在水平坐标轴上的投影。  

 

 

图 3  球顶型 D-P准则 
Fig.3  Dome-type D-P criterion 

 

上述两种改进准则是一个全区域处处光滑的正

则函数，可以使用经典的正交法则和一致性条件建

立本构方程，应用和编程较为方便，而不必做任何

奇异点的处理。 

3  修正的 D-P准则 

以上 3种修正的D-P准则都考虑D-P准则的最

大抗拉强度与岩石实际的抗拉强度的差异，然而第

1种存在导数不连续点；第 2种和第 3种虽处处都

是光滑的，然而这两种准则在压剪区改变了 D-P准

则的形式，缩小了传统的 D-P准则的弹性区。因此，

本文提出了另一种修正形式，为保证 D-P准则在压

剪区的形式，并且符合岩土材料的基本性质——满

足应力角效应，在压剪区有 

2 1 1( ) ( ) 0,   0sf J I k g I        （15） 

式中： ( )g  为角隅函数，表示 平面上屈服曲线随
洛德角 变化的规律。 

其次考虑岩石实际抗拉强度，在拉剪区有               

t1 2 2
1 2( ) ( ( ) )f I A J kg A        

2
t 11 0,  0A I    ≥       （16）  

其中 A的表达式为 

t2

1

1
A 

 


   

        （17） 

该形式在子午面上为一圆弧，且在纯剪处与压

剪屈服线相切。最后为保证该屈服准则经过单轴抗

拉强度点，则有 

O *
1 1 I I

截断面

D - P准则

2J

圆球面

AI BI tI

A


1

B

k 

O *
1 1  I I

旋转面

D - P渐近面

2J

A 

k

/k q 

s 0f 

t 0f B

C
t


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t2
1 t t 10,   f I I          （18） 

上式在拉剪区表现为一横截面，此外在实际抗

拉强度点与式（16）相切。因此，式（15）、（16）

和（18）构成了修正的 D-P准则，如图 5所示。 

3.1  基本性质 

如图 5所示（ 2 1 1 tJ I I    坐标系），可

知该屈服准则在子午面上的屈服处处光滑，无不连

续点。当 30  °时，即三轴压缩屈服时，该屈服准

则在子午面上为如图 4所示。从图上可以看出，在

压剪区屈服曲线经过单轴抗压强度点 c(  ，

c1 3 ) ，而在拉剪区则经过单轴抗拉强度点（ t ，

t1 3 ），此时则需满足一些条件和假设： 

（1）材料参数 和 k的取值 

材料参数 的取值与外接 D-P 准则的取值一

样，即为式（2） 
 

 

图 4  修正的 Drucker-Prager准则 
Fig.4  Modified Drucker-Prager criterion 

 

 

图 5  -2 1 1 t J I I  坐标系 
Fig.5  -2 1 1 t J I I  coordinate system 

 

之前求 k的方法（式（3）、（5）、（7））都与岩

石的黏聚力有关，然而目前求黏聚力的方法一般都

是通过Mohr圆来求，也即M-C准则，这样必然就

使 D-P 准则和 M-C 准则有关联，也就是说岩石如

果符合 D-P 准则，也就必然满足 M-C 准则。为避

免这种假设，同时保证该屈服曲线经过单轴抗压强

度点，建议 k的取值可根据下式来求： 

 c

1

3
k   
  
 

          （19） 

式（19）可保证该屈服准则始终经过单轴抗压

强度点。  

（2）三向拉伸强度 ttt  

在子午面上，屈服曲线与 P 轴 1( 1 3 )P I 的

交点即为岩石的三向拉伸强度，目前关于岩石三向

拉伸强度的试验比较少，因为此试验比较难实施，

对于混凝土材料一般认为三向拉伸强度与单轴拉伸

强度 t 有关
[9]，即 

t ttt t

1
0.9

3
I              （20） 

而路德春等[10]认为，三向拉伸强度是单轴压缩

强度 c 和双轴拉伸强度 tt 的函数： 

c tt tt
t ttt

c tt

21

3( )3

m m
c

m m
I

   


 


 


     （21） 

式中：m为常数。 

综合两者，假设三向拉伸强度为 

t ttt t3I               （22） 

同时还需满足 

2 2
t c

1
( 1 ) ( 1 )

3
I k       

      
 

≤ （23） 

对照表 1可知，式（23）是自然成立的，则同样保

证屈服准则始终经过单轴抗拉强度点。 

3.2  角隅函数 

角隅函数 ( )g  也称为形状函数，它表示破坏条
件的形状。该函数的选择一般是根据试验结果来确

定，但除此之外，该函数必须满足以下 3个条件才

能保证 平面上屈服曲线外凸且平滑[1]： 

（1）它是凸曲线 

 
1 1

0
( ) ( )g g 

 
  
 

≥         （24） 

（2）  (30 ) 1      (30 ) 1g g b ° 和 ° ≤     （25） 

（3）
30 30

d ( ) d ( )
0      0

d d

g g

 

 
  

 
° °

和

 

（26） 

岩土工程常用的角隅函数[10]都能满足以上条

2 1 1/ /J I  

1 2 3   

1     2    3 

3

2

1

1 t/I 

3

2

1





D - P修正的 准则

2J



c t 1I

单轴抗压曲线 单轴抗拉曲线

30°30°
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件，但它们都是针对特定函数而提出的，并不具有

普适性，且通常也需附加一些其他的条件，比如

Gudehus和 Arygris模型则要求 7 9b  或 22  °等

等。为寻找适合该准则的角隅函数，笔者借用了文

献[1112]提出的模型，即 

2 2 2 1 2
( )

[ (1 )sin (45 1.5 )]

b
g

b b





  °
  （27） 

其中b也需满足以下条件才能保证曲线的外凸性： 

0.70 1b ≤              （28） 

图 6中展示了偏平面上的屈服线和子午面上的

屈服线随参数的变化示意图，从图 6(a)中可以看出，

随着 b值的变化，屈服线的大小也在变化，并保持

着外凸和光滑性，且随着 b值的增大，屈服线的形

状越趋近于圆形，当 1b  时，即为传统的 D-P准则；

在正静水压力作用下，屈服线的形状不是随着静水

压力成等比例，而是先减速缩放，之后快速缩放， 

 

                

(a) 偏平面上屈服曲线随 b的变化示意图                                (b) 拉剪段偏平面的屈服曲线 

             

(c) 子午面上屈服曲线随洛德角的变化示意图                            (d) 子午面上屈服曲线随 的变化示意图 

             

(e) 子午面上屈服曲线随单轴抗拉强度的变化示意图           (f) 子午面上屈服曲线随单轴抗压强度的变化示意图 

图 6  子午面和偏平面上的屈服线 
Fig.6  Yield curves on the meridian plane and polarized plane 
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最后保持在一个临界形状，如图 6(b)所示；图 6(c)、

6(d)表示参数 影响着屈服线的坡度，且 值越大，
坡度越陡； t 值的大小只对拉剪屈服区的形状和大
小有影响，而与压剪屈服区无关；但 c 值的大小不
但对压剪屈服区的形状和大小有影响，而且也影响

拉剪屈服区。 

4  验证与对比 

4.1  与试验数据的验证 

检测一个屈服准则的好坏，通常是把它与实际

工程作比较，然而实际工程比较复杂，一般具有惟

一性，且有不可随意遇见性，这时试验则成为了一

个有力且方便的途径。文中的试验数据都是从已发

表的文献中获取：Shirahama砂岩和 Yuubari页岩的

多轴试验数据是从 Takahashi & Koide[13]中获得，

Solenhofen 石灰石和 Dunham 白云石的数据则是通

过 Mogi[14]获取，而花岗岩的数据则来源于文献

[1516]。 

图 7～11表示了这些数据点在 2 1-J I 坐标系中

的位置，为了方便统一，将数据按洛德角的大小   

分成 4 个部分，分别为 15°～30°、0°～15°、   

15°～0°和30°～15°，由于三向拉伸试验不易

实现，因此，在此只能拟合压剪区的参数。通过参

数的拟合，可求出每种岩石所对应的修正D-P准则，

并给出  30°、15°、0°、15°和 30°时相应的

子午面上的屈服线。可以看出，该屈服准则可以较

好地描述各种岩石，误差基本上都控制在 10%以内，

说明该屈服准则基本可以预测常见岩石的屈服特

性。图 7中的 Shirahama 砂岩试验数据与该屈服准

则存在着一定的误差，最大的大约在 20%，可能是

因为该岩石的内摩擦角比较大，说明该屈服准则运

用到较大内摩擦角的岩石上有一定的局限性。 
 

 

图 7  Shirahama砂岩真三轴试验数据[13]与 

修正的 D-P准则拟合图 

Fig.7  True triaxial experimental data of Shirahama 

sandstone[13] and its fitting results with modified D-P criterion 
 

 

图 8  Dunham白云岩真三轴试验数据[14]与 

修正的 D-P准则拟合图 

Fig.8  True triaxial experimental data of Dunham dolomite[14] 

and its fitting results with modified D-P criterion 

 

 

图 9  Solenhofen石灰岩真三轴试验数据[14]与 

修正的 D-P准则拟合图 

Fig.9  True triaxial experimental data of Solenhofen 

limestone[14] and its fitting results with modified D-P criterion 

 

 

图 10  Yuubari页岩真三轴试验数据[13]与 

修正的 D-P准则拟合图 

Fig.10  True triaxial experimental data of Yuubari shale[13] 

and its fitting results with modified D-P criterion 

 

 

图 11  花岗岩真三轴试验数据[1516]与 

修正的 D-P准则拟合图 

Fig.11  True triaxial experimental data of granite[1516] and 

its fitting results with modified D-P criterion 
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4.2  D-P准则与M-C准则的比较 

在岩土界中，D-P准则和M-C准则是因其形式

简单而被广泛使用的两种屈服准则，因此，有必要

将该屈服准则与M-C准则进行比较。 M-C准则的

形式如式（8）所示。其中 c可以通过下式来计算： 

        c (1 sin )

2cos
c

 



           （29） 

由式（29）可知，黏聚力 c与单轴抗压强度 c 有关。
文献[14]给出了 Solenhofen 石灰石的多轴试验数据

如表 2所示。 
 

表 2  真三轴试验数据与修正的 D-P准则和M-C准则之间的误差 

Table 2  Errors between true triaxial experimental data and the modified D-P criterion, M-C criterion 

1 / MPa 2 / MPa 3 / MPa 2J / MPa  / (°) 式（15）求 2J / MPa 相对误差/ % 式（8）求 2J / MPa 相对误差/ %

395.0  19.1 20 216.77 29.88 226.85   4.65 202.99 6.36 

414.4  52.2 20 219.00 25.78 232.41   6.12 199.23 9.03 

413.3  91.0 20 209.60 20.25 232.59  10.97 191.53 8.62 

454.6 165.0 20 221.27 10.87 232.89   5.25 190.91 13.72 

459.4 203.4 20 220.70  5.45 228.42   3.50 189.83 13.99 

463.6 230.9 20 221.89  1.63 225.34   1.56 190.26 14.25 

442.1  40.1 40 232.12 29.98 238.02   2.54 217.70 6.22 

455.0  39.9 40 239.63 29.99 239.63   0.00 219.77 8.29 

485.6  80.4 40 246.43 25.30 247.19   0.31 216.13 12.30 

496.1 112.8 40 245.03 21.46 249.35   1.76 212.27 13.37 

525.8 189.6 40 248.80 12.50 249.29   0.20 208.73 16.11 

542.2 267.2 40 251.48  3.15 242.79 3.46 208.49 17.09 

534.3 312.4 40 247.58 3.38 235.44 4.90 208.08 15.95 

471.9  57.0 60 238.68 29.64 246.46   3.26 227.33 4.75 

516.0  87.1 60 255.81 26.96 255.25 0.22 230.04 10.07 

535.2  99.5 60 263.69 25.70 258.62 1.93 230.90 12.44 

529.4 111.1 60 257.53 24.31 258.41   0.34 227.55 11.64 

572.9 162.1 60 271.49 19.16 264.64 2.52 227.62 16.16 

550.5 196.1 60 253.22 14.41 258.67   2.15 219.01 13.51 

556.1 271.4 60 248.95  4.88 250.26   0.53 215.14 13.58 

529.3  80.5 80 259.26 29.94 259.26   0.00 244.87 5.55 

568.9 124.9 80 270.24 25.23 268.29 0.72 241.49 10.64 

580.3 149.6 80 271.00 22.62 270.63 0.14 238.93 11.84 

641.3 205.4 80 294.62 17.71 278.65 5.42 242.62 17.65 

591.6 220.9 80 264.26 14.54 269.17   1.86 230.88 12.63 

674.4 280.3 80 302.42 10.66 278.56 7.89 242.47 19.82 

658.7 293.8 80 292.62  8.57 274.03 6.35 238.69 18.43 

647.7 373.0 80 283.90 1.07 262.13 7.67 235.94 16.89 

678.2 448.1 80 301.74 7.59 261.72 13.26 245.12 18.77 

 

对于修正屈服准则中参数 和 k值的确定，本

文是选取三轴压缩的极限，即 30  °时的两个数据

点（455, 39.9, 40）和（529.3, 80.5, 80）代入式（15）、

（16）、（18），此时角隅函数 ( ) 1g   ，即可求出参

数 和 k值。M-C 准则的参数可以通过 Mohr 圆来

求解，即文献[17]给出的单轴抗压强度 c 和坡度
tani  的值，再经式（29）求出凝聚力 c。表 2

给出了运用该屈服准则和 M-C 准则算出的理论解

和与试验数据的相对误差，图 12描述了M-C准则

与试验数据在子午面上符合情况。从表 2可以看出，

该屈服准则的相对误差相对于M-C准则比较小，因

而更适合于 Solenhofen石灰石。图 12、9也可以得

到相同的结论。 

 

图 12  Solenhofen石灰岩真三轴试验数据[13]与

Mohr-Coulomb准则拟合图 

Fig.12  True triaxial experimental data of Solenhofen 

limestone[13] and its fitting results with 

Mohr-Coulomb criterion 
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5  结论与展望 

（1）在拉剪区采用圆球面和横截面组合的形式，

代替传统 D-P屈服准则的圆锥面。既不改变 D-P屈

服准则压剪区的形式，又考虑岩石实际的拉伸强度，

同时还满足该屈服准则经过单轴抗拉强度点的条

件。 

（2）考虑岩石在三轴压缩状态下和在三轴伸长

状态下不同的强度特性，本文引入了一种角隅模型。

该角隅模型可以很好地反映岩石的应力角效应。随

着 b值变化，偏平面上的屈服线的大小也在变化，

并保持着外凸和光滑性，当 1b  时，即为传统的
D-P准则。 

（3）针对 D-P屈服准则参数 k的求解，本文建

议了一种方法，克服了需借助M-C准则问题，该方

法可保证修正的屈服准则始终通过岩石的单轴抗压

强度点。 

（4）通过与真三轴试验结果的拟合，同时与

M-C准则的对比，可以发现该屈服准则可以很好地

描述试验现象，且比M-C准则更接近真实结果，从

而验证了该屈服准则的适用性和正确性。然而由于

缺乏岩石三轴拉伸试验数据，因此，无法对修正屈

服准则的拉剪区进行验证，对此，笔者将在以后的

研究中做进一步探讨。 
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