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深埋煤层应力松弛状态演化试验与动力学分析 
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摘  要：应用 Lyapunov 指数法，对试验得到的深埋煤层应力松弛系统演化对应于各级应变水平的时间序列进行分析，科学

重构相空间，得到了每一递进应变水平的相轨迹均不重复地围绕各自对应的历史应力中值而顺次演化。采用分形几何学方法

进行时间序列分析，定量揭示出煤样应力松弛系统演化的各层次间自相似性，并部分反映了经典力学与非线性科学间的关系。

得到了对应各级应变水平系统演化时间序列的非线性动力学评价指标，并判定深埋煤层应力松弛系统为复杂系统且具有典型

混沌特征。深埋煤层应力松弛系统演化的混沌程度及复杂程度呈下降规律，煤体内部力学性质弱化因素与强化因素之间竞争

最为激烈的阶段，其混沌程度最高，而宏观破坏后系统伴随最低的混沌程度及复杂程度。 
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Experimental study of evolving stress relaxation system of deep coal seam 
and its dynamic analysis 
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Abstract: In this study, the Lyapunov index method is adopted to study time series under each loading strain level during the 

experiment on an evolving stress relaxation system of the deep coal seam. Through reconstructing phase space of deep seams, phase 

locus corresponding to each strain level presents an evolution on encircling its historic stress median no-repeatedly. By analyzing the 

time series with the fractal geometrics method, self similarities among different evolving stages of the stress relaxation system have 

been determined quantitatively. In addition, the relationship between classic mechanics and nonlinear science is also reflected. 

Nonlinear dynamical indexes of the evolving stress relaxation system are obtained to verify that it is a complicated system with 

typical chaotic properties. Moreover, the chaotic degree and complicated degree might descend with the development of the stress 

relaxation system of deep coal seams. It is found that the most obvious chaotic degree appears at the critical stage when the 

competition between softened factors and the enhanced ones for mechanical features of coal seam is the most drastic. Whereas after 

macroscopic failure the system shows the lowest chaotic and complicated degrees. 

Keywords: nonlinear dynamics; stress relaxation; evolving system; deep coal seam; chaos; fractal; phase space 

 

1  引  言 

流变是岩土工程中遇到的普遍现象，不仅软岩

和软黏土等具有流变特性，高地应力水平下中等强

度的岩石或节理发育的硬岩也会发生一定程度的流

变，岩土工程的失稳或破坏由岩石的流变性控    

制[15]。岩石流变性是其重要的力学特性之一，尤其

是现场的软弱岩体，其流变性对工程的稳定性起决
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定作用，而应力松弛是岩石流变的一个重要特性。

随着矿井开采深度不断加深，地应力水平迅速提高，

研究软岩应力松弛特性对地下工程稳定性的影响愈

显迫切。但由于应力松弛试验的难度很大，目前国

内外对材料松弛现象的研究仍存在较大空间[69]。通

过试验研究材料的应力松弛特性，兼具理论与实践

意义。松弛的本质是一种特殊状态的蠕变，其表达

参数应非定值，当前对应力松弛特征参数随时间而

变化的规律研究较欠缺。而非线性动力学方法为分

析应力松弛这一复杂系统的演化规律提供了一条值

得倡导的路径。 

混沌动力学与分形几何学是非线性科学的两个

重要研究领域：混沌现象介于确定关系和随机关系

之间，是对现有确定模式的推广，是自然界客观存

在的一类重要形式，主要应用于定性研究系统演化

的模式，并定量表述其演化状态；分形主要研究系

统演化相轨迹的嵌套自相似性，定量评价系统演化

层次间的自相似程度及其复杂程度[1013]。岩石应力

松弛试验符合复杂系统的条件，试验过程具有复杂

系统的非线性演化特征。松弛试验结果具有明确的

时间相关性，是典型的非线性动力学系统的演化行

为，适宜选择混沌与分形等非线性动力学方法进行

研究。 

2  深埋煤层应力松弛系统演化试验 

2.1  应力松弛试验方案设计 

3下煤块取自枣庄矿业（集团）有限责任公司田

陈煤矿的 2010年在采 7104工作面，采深为 770 m，

属于深埋煤层。3下煤层厚度为 3.17～9.35 m，平均

为 5.0 m；煤为黑色，半亮度，似玻璃光泽，由镜

煤、暗煤和丝炭等组成；煤层结构复杂，含一层泥

岩夹矸，普氏硬度系数约为 2.0。 

按照岩石力学试验标准加工的 3 下煤试件尺寸

为 48 mm×87 mm，在 SAW-2000型微机控制电液

伺服岩石三轴压力试验机上进行应力松弛试验。基

本试验参数：试验机架刚度为 2×1010 N/m；预加荷载

为 0.5 kN；分别施加 8级轴向应变为 0.24%、0.26%、

0.28%、0.31%、0.34%、0.37%、0.42%和 0.47%；      

递进达到高一级应变水平的应变施加速率为 3.75× 

105 s1，对本试件即位移控制为 0.195 75 mm/min；

达到各级应变水平并保持所对应的时间区间分别为

0～7 280、7 280～14 480、14 480～21 680、21 680～

28 880、28 880～36 080、36 080～43 280、43 280～

50 980、50 980～56 395 s，如图 1所示[1415]，施加

的各级应变水平保持恒定。 
 

 
图 1  煤样应力松弛试验轴向应变的分级施加 

Fig.1  Loading strain levels in stress 
relaxation experiment on coal seam 

 

2.2  应力松弛系统演化的试验结果 

应力松弛试验得到破坏后的煤样状态如图 2所

示，得到煤样的应力松弛试验曲线如图 3所示，煤

样在第 8级应变水平作用下经历了 5 415 s而破坏。 
 

 

图 2  煤样应力松弛破坏后状态 

Fig.2  Photo of coal specimen after failure 

 

可见，煤样应力松弛系统的演化过程与轴向应

变级别相对应，可将煤样的应力松弛演化过程分为

9个递进阶段。各应变级别所对应的平均应力水平，

即各应力松弛过程的应力中值点分别为：阶段①，

13 MPa；阶段②，14 MPa；阶段③，16 MPa；阶段

④，19.5 MPa；阶段⑤，22.5 MPa；阶段⑥，26 MPa；

阶段⑦，27 MPa；阶段⑧-1，30.5 MPa；阶段⑧-2，

28.8 MPa。各阶段的应力随时间的发展而降低，具

有比较典型的松弛特征，是后期对系统演化状态进

行非线性动力学研究的基础。各级应变水平下的应

力松弛试验时间、时间序列长度、应力中值以及煤

样应力松弛系统的演化层序划分，见表 1。 
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 (a) 分级加载曲线 

 

 

(b) 等效的分别加载曲线 

图 3  煤样的应力松弛试验曲线 

Fig.3  Experimental curves of coal specimen  

with stress relaxation 

 

表 1  各应变水平下煤样应力松弛系统演化的阶段划分 

Table 1  Different evolving stages of the stress relaxation 

system under each loading strain level 

应变级别 

/ % 
演化层序 

应力中值

/ MPa 

时序长度 

/ 个 

试验时间 

/ s 

0.24 ① 13.0 7 760 7 280 

0.26 ② 14.0 7 291 7 200 

0.28 ③ 16.0 6 771 7 200 

0.31 ④ 19.5 6 300 7 200 

0.34 ⑤ 22.5 5 909 7 200 

0.37 ⑥ 26.0 5 700 7 200 

0.42 ⑦ 27.0 6 074 7 700         
⑧-1 30.5 2 676 3 514

0.47 ⑧ 
⑧-2 28.8 

4 123 
1 447 

5 415
1 901

        
 

3  3下煤应力松弛系统原始信息的再现 

Takens指出，系统中任一分量的演化都由与之

相互作用着的其他分量所决定，相关分量的信息隐

含在任一分量的发展过程之中[11]。煤的应力松弛系

统为复杂系统，通过对试验时间序列的相空间重构，

能够追索其初始行为，而不需要建立复杂的动力学

方程，以研究整个系统的动力学特性。 

3.1  时滞的 Lyapunov指数确定法 

相空间重构是非线性时间序列分析的重要步

骤，时滞 在相空间重构再现系统原始信息中起关

键作用，但 多凭经验试探选取，有时甚至要求 足
够大。当 选择过小时，相点 ( )X t 和 ( )X t  因在

数值上彼此接近而不能相互独立；当 过大时，因
混沌吸引子的初值敏感性， ( )X t 和 ( )X t  相互之

间的关系变为随机。需要科学的方法确定 ，使得
( )X t 和 ( )X t  之间既可相互独立，又不至在统计

意义上完全无关，并须兼顾信息损失和时间序列长

度[1618]。 

对 8个应变级别的应力松弛时间序列（总长度

为 499 28），选择固定的嵌入维数m  5、演化步长

t  2、探测吸引子的长度标度 1、出现噪音的长度

尺度 1，而惟一的改变时滞 ，对煤样应力松弛系
统演化的应力-时间序列进行相空间重构。适度扩大

 的取值范围至 10，按照最大 Lyapunov 指数的确

定过程得到相应的 LE1，煤样应力松弛系统演化的

LE1- 关系如图 4所示。 
 

 

图 4  煤样应力松弛系统演化的 LE1- 关系 
Fig.4  Relationship between LE1 and  of 

the stress relaxation system 
 

LE1- 关系曲线显然具有较强的波动性，这是
Wolf方法确定 LE1鲁棒性较差的具体表现，但不影

响应力松弛系统演化过程中对其 LE1趋向稳定规律

的判定，依据 Lyapunov指数确定法得到的 取值为
6，即图 4中黑色散点所对应的横坐标值。 

3.2  应力松弛系统的相空间重构 

根据时滞  6，得到 8 320个三维相点，相点

( ( ) ( ) ( 2 ))X i X i X i  ， ， 在相空间的顺序演化重

构了丰富多彩的应力松弛系统的相轨图，如图 5所

示。 

重构相空间所得到的相轨迹不重复地演化，与

应力松弛系统在每一递进应变水平上的特征相对

应，相轨迹不重复地顺次演化均围绕各自新的吸引

子，吸引子与煤样在历史上承受的应变水平所对应

的应力中值基本一致，表明通过相空间重构再现应

力松弛系统的原始信息是恰当的。 
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                         (a) 三维相轨图                                                  (b) X (i) - X(i+)二维相轨图 

           

(c) X (i) - X(i+2)二维相轨图                                          (d) X(i+) - X(i+2)二维相轨图 

图 5  煤样应力松弛系统演化的相轨图及吸引子更迭 
Fig.5  Phase locus and alternated attractors of the evolving stress relaxation system 

 

4  应力松弛系统演化的层次间自相似 

试验设计施加了 8级应变，对各级应变下的应

力松弛时间序列进行相空间重构，得到 8个层次相

连的相轨图。由相轨图，将相点在相空间中的演化

时间序列作为应力松弛系统自相似性研究的对象，

对应于各应变级别递进的相轨迹顺序演化分析，可 

望揭示应力松弛系统演化各层次间的自相似性，而

分形维数是适宜的定量评价指标。 

4.1  基于三维相轨迹的应力松弛系统分形维数 

重构应力松弛系统的相空间，得到了三维相轨

图，对 8 320 个相点分别对应的各应变级别的相轨

迹时间序列求取容量维数、信息维数和关联维数，

见表 2。
 

表 2  煤样应力松弛系统各应变级别的三维相轨迹分形维数 
Table 2  Fractal dimensions of 3D phase locus of the stress relaxation system under each loading strain level 

应变级别/ % 演化层序 相点数/ 个 容量维数 信息维数 关联维数 平均维数 

0.24 ① 1 073 1.440 6 2.357 9 2.292 0 2.030 2 

0.26 ② 1 073 2.408 6 2.599 5 2.603 4 2.537 2 

0.28 ③ 1 073 2.041 9 2.181 4 2.093 5 2.105 6 

0.31 ④ 1 073 1.668 5 2.010 5 2.237 5 1.972 2 

0.34 ⑤ 1 073 1.746 8 2.015 5 2.105 3 1.955 9 

0.37 ⑥ 1 073 1.526 6 2.233 2 2.544 0 2.101 3 

0.42 ⑦ 1 073 1.590 3 1.674 4 1.621 7 1.628 8 
             

⑧-1 525 1.500 0 2.221 2 2.347 9 2.023 0
0.47 ⑧ 

⑧-2 
809 

284 
1.561 7

1.270 3 
2.003 3

1.603 6 
1.959 1 

1.754 8 
1.841 4

1.542 9
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煤样应力松弛系统各应变级别的三维相轨迹分

形维数介于 1.270 3～2.603 4之间，平均分形维数为

1.973 9。表明应力松弛系统演化各层次间具有较强

的自相似性，且系统的复杂程度较高[19]。 

4.2  基于二维时间序列的应力松弛系统分形维数 

三维相轨图中的 8 320 个相点与应力松弛系统

演化的应力-时间（二维）相点相对应，以二维应   

力-时间点在相空间的演化时间序列为对象，提取煤

样应力松弛系统演化各层次的分形维数，以定量评

价应力松弛系统演化层次间的自相似性。对各应变

级别的二维时间序列求取容量维数、信息维数和关

联维数，统计见表 3。 
 

表 3  煤样应力松弛系统各应变级别的二维相轨迹分形维数 

Table 3  Fractal dimensions of 2D phase locus of the stress relaxation system under each loading strain level 

应变级别/ % 演化层序 相点数/ 个 容量维数 信息维数 关联维数 平均维数 

0.24 ① 1 073 1.000 0 0.999 2 0.998 3 0.999 2 

0.26 ② 1 073 0.931 4 0.987 0 0.994 9 0.971 1 

0.28 ③ 1 073 0.958 8 0.966 8 0.973 1 0.966 2 

0.31 ④ 1 073 0.912 1 0.963 7 0.981 5 0.952 4 

0.34 ⑤ 1 073 0.979 0 0.979 3 0.979 6 0.979 3 

0.37 ⑥ 1 073 0.949 3 0.961 1 0.964 6 0.958 3 

0.42 ⑦ 1 073 0.931 1 0.942 8 0.949 9 0.941 3 
             

⑧-1 525 0.852 1 0.860 7 0.865 6 0.859 5
0.47 ⑧ 

⑧-2 
809 

284 
0.924 2

0.624 7 
0.924 4

0.754 5 
0.924 4 

0.758 4 
0.924 3

0.713 4
             

 

煤样应力松弛系统各应变级别的二维相轨迹分

形维数介于 0.624 7～1.000 0之间，平均分形维数为

0.926 5。表明应力松弛系统演化各层次间具自相似

性，且系统的复杂程度较低。 

4.3  岩石力学试验断口的分形维数 

在 Euclid（欧几里得）空间中，对岩石力学试

验断口的扫描电镜图像分析是界于二维至三维之 

间的，对应复杂系统的相空间分形维数值亦应介于

前述基于二维时间序列与基于三维相轨迹的分形 

维数之间。文献[20]对岩石力学试验断口的扫描电

镜图像分析表明，对应复杂系统（形成岩石力学试

验断口）微观尺度上的盒维数为 0.810 5～1.248 2，

平均为 1.058 3；细观尺度上的盒维数为 0.622 5～ 

1.371 8，平均为 1.036 3；宏观尺度上的盒维数为

0.842 2～1.248 2，平均为 1.051 5。总的分形盒维数

平均值为 1.048 7，介于前述二维相轨迹平均分形维

数0.926 5和三维相轨迹平均分形维数1.973 9之间，

证明了上述论断。 

综合分析表明，虽然应用分形维数评价煤样应

力松弛系统在各应变级别之间的自相似性是有条件

的，但不同研究角度所得到的结论是一致的，即各

应变级别应力松弛时间序列的分形维数平均值相对

恒定，系统演化过程中具有典型的自相似性。复杂

系统在欧几里得空间中的岩石力学问题，与其在重

构相空间时所表现出的非线性特征具有较好的一致

性，从局部揭示出经典力学与非线性科学间存在着

必然的联系。 

5  应力松弛系统演化的混沌特征 

5.1  应力松弛系统的相空间维数为分数 

前述分析表明，煤样应力松弛系统的演化等岩

石力学问题，在各层次相空间中的维数均确定为分

数，提供了判定应力松弛系统演化呈混沌性的必要

条件。 

5.2  各应变级别应力松弛系统演化的 LE1 

对每一应变级别一维应力松弛时间序列的 LE1

判定，均选用时滞  6且固定其余参数，惟一改变

嵌入维数 m进行相空间重构。由于时间序列的长度

普遍较大，适度扩大 m的取值范围至 10，对 10条

应力松弛试验时间序列进行非线性动力学分析，得

到煤样应力松弛系统演化各级应变水平的混沌动力

学评价指标，包括饱和嵌入维数 cm 、最大 Lyapunov

指数 LE1和 Kolmogorov 熵 K 等。煤样应力松弛系

统演化的 LE1-m关系曲线如图 6所示。 

由图可见，LE1-m 关系曲线在初始阶段均具有

较强的波动性，并且在趋向平稳之后的曲线段普遍

呈现下降特征，体现了Wolf方法确定 LE1鲁棒性较

差的不足。在嵌入维数 m的取值超过拐点之后，煤

样应力松弛系统演化时间序列的相关性趋差，据

LE1-m 曲线由初始波动趋向相对平稳的拐点，得到

各级应变水平的 cm （即图 6 中黑点对应的横坐标

值）、LE1和 K熵等系统的混沌动力学评价指标，见

表 4。 
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(a) ①级                                                         (b) ②级 

             
(c) ③级                                                            (d) ④级 

         
(e) ⑤级                                                         (f) ⑥级 

         
(g) ⑦级                                                       (h) ⑧级 

         
(i) ⑧-1级                                                     (j) ⑧-2级 

图 6  煤样应力松弛系统演化的 LE1-m曲线 
Fig.6  Relationships between LE1 and m of the stress relaxation system  
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表 4  煤样应力松弛系统演化各级应变水平的 

混沌动力学评价指标值 
Table 4  Indexes evaluating chaotic dynamical 

characteristics of the evolving stress relaxation system 

应变级别 

/ % 

演化 

层序 

时序长度 

/ 个 
mc LE1 K熵 

0.24 ① 7 760 6 0.019 7  82.057 4 

0.26 ② 7 291 5 0.039 3 133.703 1 

0.28 ③ 6 771 6 0.034 4 110.335 8 

0.31 ④ 6 300 6 0.016 0  47.594 8 

0.34 ⑤ 5 909 7 0.017 1  32.512 8 

0.37 ⑥ 5 700 6 0.034 6  86.131 7 

0.42 ⑦ 6 074 7 0.016 0  55.881 8 
          

⑧-1 2 676 7 0.009 1 10.358 6
0.47 ⑧ 

⑧-2 
4 123 

1 447 
7 

7
0.010 1 

0.009 9 
22.310 8

 7.759 7
          

 

系统演化各级应变水平下的最大 Lyapunov 指

数 LE1均为正值，综合前述维数均为分数的成果，

判定煤样应力松弛系统的演化具有典型的混沌特 

征[2122]。即该系统的演化源于内部诸影响因素间的

非线性相互作用，应力松弛系统对初始状态敏感依

赖，其后继演化状态不可长时预测。 

5.3  应力松弛系统混沌度及复杂程度的度量 

应力松弛系统为混沌系统，Kolmogorov熵是其

混沌程度的度量[2324]；应力松弛系统同时又是复杂

系统，其复杂程度的度量需要依赖分形维数 D的大

小。 

表 4中煤样应力松弛系统演化各级应变水平的

K熵的变化规律，以及表 2、3中煤样应力松弛系统

演化各级应变水平的容量维数、信息维数和关联维

数的变化规律，如图 7所示。 

在初始第①级较低的轴向应变水平 0.24%作用

下，煤体内部原始结构出现调整，由于应变作用方

向明确、相应的初始松弛应力低，致使煤样应力松

弛系统的复杂程度较低；随着轴向应变级别的提高，

各级所对应的初始松弛应力水平提高，煤体内部结

构的调整呈现相互竞争状态，即煤样破坏之前材料

力学性质弱化与强化因素之间的竞争，致使平均复

杂程度较高；破坏阶段的材料力学性质弱化因素占

据优势，一边倒的结果致使系统的复杂程度最低。

煤样在第 8级应变水平作用下发生破坏，而之前的

应力松弛原始曲线中，第 7级应变水平下的试验曲

线形态最为简单，系统的复杂程度相对最低。 

煤样应力松弛系统演化的混沌程度大致呈相同

复杂程度，总体呈下降趋势，煤样一旦发生宏观破

坏，系统的有序性趋于最强、混沌程度最低，对应

于最小的、甚至是趋向 0的 K熵值。其中第②级轴

向应变水平 0.26%作用下的试验曲线形态，体现了

材料力学性质弱化与强化因素之间的竞争最为激

烈，对应于最高的混沌程度，即最大的 K熵值。 
 

 

(a) 一维应力松弛时间序列的 Kolmogorov熵 

 

 (b) 二维应力-时间相点时间序列的分形维数 

 
 (c) 三维应力松弛相点时间序列的分形维数 

图 7  应力松弛系统演化不同阶段的混沌程度及复杂程度 
Fig.7  Chaotic and complicated degrees at different 

advancing stages of the stress relaxation system 
 

6  结  论 

（1）试验得到深埋煤层应力松弛系统演化对应

于各级应变水平的时间序列。 

（2）应用 Lyapunov指数法进行时间序列分析，

确定关键参数时滞并重构煤样应力松弛系统的相空

间，得到每一递进应变水平对应的系统动力学特征，

即相轨迹不重复地顺次演化均围绕各自的吸引子，

吸引子为煤样历史上承受的应变水平对应的应力中

值。 

（3）采用分形几何学方法进行时间序列分析，
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定量揭示了煤样应力松弛系统演化的层次间自相似

性，系统三维、二维相轨迹的平均分形维数分别为

1.973 9和 0.926 5。综合岩石力学试验断口的分形维

数平均值 1.048 7，局部揭示出经典力学与非线性科

学间的联系。 

（4）得到对应各级应变水平系统演化时间序列

的饱和嵌入维数、最大Lyapunov指数和Kolmogorov

熵等非线性动力学评价指标，判定煤样应力松弛系

统为复杂系统，其演化具有典型的混沌特征。 

（5）随应变水平的提高，深埋煤层应力松弛系

统演化的混沌度及复杂程度基本呈下降规律，煤体

内部力学性质弱化与强化因素之间的竞争最为激烈

的阶段，混沌度最高；发生宏观破坏后，系统的混

沌度及复杂程度皆最低。 
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