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基于自适应松弛 Picard法的高效 
非饱和渗流有限元分析 

李文涛，马田田，韦昌富 

（中国科学院武汉岩土力学研究所 岩土力学与工程国家重点实验室，湖北 武汉 430071） 
 

摘  要：有效地模拟非饱和渗流过程对土质边坡稳定性分析、土石坝渗流、污染物迁移等众多领域有着重要的意义。描述非

饱和渗流的 Richards 方程是具有强烈非线性的偏微分方程，通常需要采用有限元等数值方法并结合有效的迭代方法进行求

解。Picard迭代法是实用的非线性计算方法，在非饱和渗流领域应用广泛，但经常会出现收敛震荡、速度缓慢和精度降低的

问题。为提高计算性能，结合有限元法提出了一种高效的自适应松弛 Picard法。通过模拟一维和二维渗流算例，并与传统方

法的结果进行对比，对算法和程序的准确性、高效性和鲁棒性进行了验证。测试结果表明，该方法可以在保证计算精度的同

时有效地减少数值震荡，提高收敛速度。研究成果对非饱和渗流有限元程序的开发和应用有一定的参考价值。 
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An efficient finite element procedure for unsaturated flow 
 based on adaptive relaxed Picard method 

 
LI Wen-tao,  MA Tian-tian,  WEI Chang-fu 

(State Key Laboratory of Geomechanics and Geotechnical Engineering, Institute of Rock and Soil Mechanics,  

Chinese Academy of Sciences, Wuhan, Hubei 430071, China) 

 

Abstract: Effectively simulating unsaturated flow is of great significance in many areas such as the soil slope stability analysis, 

seepage of earth-rockfill dam, contaminant transport. Due to the strongly nonlinear characteristics of Richards equation for the 

unsaturated flow, numerical solution schemes such as the finite element method with an efficient iterative algorithm usually have to 

be employed. Picard method as a practical nonlinear iterative method is widely applied to the unsaturated flow field; but usually 

suffers from convergence oscillation, slow convergence rate and inaccurate solution. In order to improve the computing performance, 

an efficient finite element procedure based on the adaptive relaxed Picard method is developed. Through the simulations of 1D and 

2D unsaturated seepage problems, accuracy, efficiency and robustness of the proposed procedure are validated by comparing with the 

traditional methods. It is shown that the adaptive relaxed Picard method can effectively reduce the convergence oscillation and 

significantly improve the convergence rate with the accuracy guaranteed. The proposed procedure provides a helpful reference for the 

program development and application to unsaturated flow. 
Keywords: unsaturated flow; finite element method; Picard method; adaptive relaxation; nonlinearity 
 

1  引  言 

许多岩土工程问题涉及到非饱和渗流过程，如

降雨入渗或地下水变化时土质边坡与堤坝的稳定性

评价，垃圾填埋场内部污染物质的运移模拟，冻土

中相变发生时的渗流过程分析，高放核废料的地质

深埋处理等。因此，有效地模拟和分析非饱和渗流

过程有着重要的实际意义，它一直是岩土工程、水

利工程、环境工程中的一项热门研究课题。 

Richards方程是非饱和渗流理论的基本方程，

通常需要采用有限元等数值方法并结合有效的迭代

方法进行求解。由于持水特征曲线和渗透率函数的
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强烈非线性特征，计算中经常出现迭代不收敛、计

算误差大等问题。为了提高数值计算的效率和精度，

国内外学者已经进行了许多有意义的工作。吴梦喜

等[1]和周桂云[2]提出了饱和度对孔隙水压力偏导数

的修正公式，以消除弥散现象，提高收敛速度。Pan

等[3]提出采用变量变换算法，将非饱和渗流控制方

程中的基本变量变换为其他变量，以降低方程的非

线性程度，从而提高非线性迭代的收敛速度和计算

精度。Williams等[4]对已有的变量变换算法进行了总

结，并采用了一种新形式，取得了良好的计算效果。

Tan[5]、Phoon[6]和陈曦[7]等认为，震荡现象是由于渗

透系数相对于渗流量的计算不协调造成的，采用前

一时间步的结果和当前时间步内不同迭代步的结果

构造欠松弛法，对迭代过程中的渗透系数进行修正，

结果表明，不同的欠松弛法对求解精度和计算效率

具有显著的影响。吴梦喜[8]采用针对时间域离散的

积分方法以及集中质量矩阵技术来改善Richards方

程有限元求解的性能。Miller等[9]将误差控制的自适

应策略同时应用于Richards方程的空间离散和时间

差分，提出了空间和时间自适应求解方案。 

上述提到的方程参数修正法、变量变换技术、

时域积分方案以及空间和时间自适应策略的性能都

在很大程度上依赖于非线性迭代算法，这使得迭代

算法的研究尤为重要。Picard 法是非饱和渗流领域

应用十分广泛的算法，但收敛性经常难以得到保证，

而引入松弛过程则是其显著提高收敛速度的有效途

径[1011]。为了进一步提高计算效率和精度，本文结

合有限元法提出了一种高效的自适应松弛 Picard

法，并开发了相应的计算程序 PorousH。通过模拟

一维和二维非饱和渗流算例，并与传统方法的结果

进行对比，对算法和程序的准确性、高效性和鲁棒

性进行了验证。研究成果对非饱和渗流有限元程序

的开发和应用有一定的参考价值。 

2  Richards方程及其有限元计算格式 

以孔隙水压力水头 h 作为基本变量，

w/h p  ，p为孔隙水压力， w 为水的重度。描述
非饱和渗流问题的 Richards方程可由下式表示： 

Tr
s r[ ( )] 0

S hn k k h z
h t

 
  

 
 

    
 

 

（1） 

式中：n为多孔介质的孔隙率；Sr为饱和度；t为时
间；ks 为饱和渗透系数；kr为相对渗透系数；梯度

算子 T{ / ,  / ,  / }x y z       ；z 为竖直方向的坐
标，代表重力作用下的位置水头， T{0,  0,  1}z 。

孔隙水压力和相对渗透系数是饱和度的函数，它们

之间的关系通常需要根据试验数据进行拟合，目前

已有多种通用模型可以描述，如广泛使用的 van 

Genuchten模型[12]、Brooks-Corey模型[13]等。 

设多孔介质的空间体积为，边界为，n为多
孔介质表面的单位法向量。在初始时刻，压力水头

为 h0 (in )。在边界h上压力水头为定值 h，在边
界q上流量为定值 q，则边界条件可表示如下。 

（1）强制边界条件 

(on )hh h   
 
           （2） 

（2）自然边界条件 

s r ( ) (on )qq k k h z q       n
    
（3） 

取孔隙水压力水头的形函数为 hN ，在空间域采
用 Galerkin 法[14]对式（1）进行离散化，并引入相

应的边界条件（2）、（3），可得空间半离散化的有限

元方程组： 

 CX KX F

             

（4） 

式中：X为基本变量 h的节点变换向量，且 C、K、
F计算公式如下： 
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采用差分法对时间域进行离散化，令 

+1i i

t





 X XX ， +1 (1 )i i   X X X
   
（8） 

可得有限元迭代格式如下： 

+1 +( + ) [ (1 ) ]i i it t t         C K X C K X F
 
（9） 

式中：i 为时间步数； t 为时间步长； 为积分常
数，它的取值直接影响到解的精度和稳定性。 分
别为 0、1/2、2/3和 1时，分别指经典的向前差分、

中心差分、Galerkin 差分和向后差分公式。为保证

计算过程的稳定性，通常选取≥1/2。一般来说，

中心差分法较向后差分法得到的结果精确，但向后

差分在减小解的振荡方面较好[14]。本文采用向后差

分法。 

3  非线性迭代方法 

非饱和多孔介质的渗透系数和持水特征曲线

具有强烈的非线性特征，对控制方程进行空间离散
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和时间差分后，需要采用非线性迭代方法来求解每

一时间步所对应的方程。常用的方法有Picard迭代

法（也称为直接迭代法）和Newton迭代法。 

Newton法在理论上具有二阶收敛的性质，但需

要求解雅克比矩阵或其近似形式，对称性差，导致

每个迭代步计算耗时较长。对于非饱和渗流这种强

烈的非线性问题，标准的 Newton法通常难以实现，

只能采用修正的形式[15]。此外，Newton 法对迭代

初始值较为敏感，如果偏差较大，极有可能出现不

收敛的情况。 

Picard法可以视为一种简化的 Newton法，在理

论上是线性收敛的，所以迭代次数较多。但它直接

采用现有的系数矩阵，可以较好地保持对称性，在

计算非饱和渗流问题时，通常每一迭代步的耗时仅

为 Newton 法的一半[11]。同时，Picard 法还可以通

过引入松弛过程有效地提高收敛速度[10, 16]。因此，

在非饱和渗流领域 Picard法得到了广泛的应用。 

为了降低 Picard法的迭代收敛过程中的震荡行

为，提高计算性能，笔者提出一种高效的自适应迭

代松弛方法。对于每一个时间步，C、K、F均是 X
的非线性函数，引入 Picard迭代，则有 

, 1 1, 1 , 1 , ( ) ( )k i k i k i i k it       A X X B X X F （10） 

式中：下标 k 表示 i + 1 时间步下的迭代步数，

, 1( )k i A X ,  1 ,  1( )+ ( )k i k it  ，C X K X ,  1( )k i B X  

, 1( )k i C X , 1(1 ) ( )k it   K X 。 

当相对误差 达到容差时，迭代终止，即 

+1, 1 , 1

+1, 1

|| ||

|| ||
k i k i

k i

  




 ≤

X X
X

         

（11） 

式中： ||  ||为 2-范数。此时，令 1 +1, 1i k i X X ，准

备下一时间步的计算。 

当迭代初始值与真值偏差较大时，在迭代过程

中 Picard法会出现剧烈的数值震荡。为减少震荡，

加快收敛速度，从每一时间步下的第 2次迭代开始

采用如下自适应松弛方法： 

 1 1( ); 0,1k k k k k k      X X X X
  
（12）

 

式中：为松弛因子，其大小依据当前迭代步增量
X 与上一迭代步增量 Y 之间的广义夹角 来调
整： 

arccos
  

     

X Y
X Y

          

（13） 

夹角 的大小反映了收敛的趋势，锐角时说明
收敛情况较好，钝角时则预示着震荡的发生。因此，

当夹角 为锐角时，可适当放大；为钝角时，则

应适当缩小。类似的思路曾用于求解非线性的冰
盖演化方程[17]，但未对算法的计算性能进行深入的

测试。经过大量前期试算，选用以下比较简单的形

式就可以取得良好的计算效果： 

1

1

1

2 ,   / 4      

,   / 4 / 2
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k

k k

k

 
  

 







  


   




≤

≥
    

  

（14） 

由此容易看出，当 1  时，式（12）就完全退

化为标准的 Picard迭代法。 

在每一个时间步中，自适应松弛算法的具体步

骤总结如下： 

（1）计算初始化，令 0, 1i i X X ， 0k  ，并设

定迭代终止阈值，即容差。 

（2）读取上一迭代步的结果 , 1k iX ，更新材料

性质（饱和度 rS 、相对渗透率 rk ），组装矩阵 C、
K、F。 

（3）求解线性化后的代数方程组，得到预测值

+1, 1k iX 和当前增量 1, 1 , 1k i k i    X X X 。 

（4）计算松弛因子 k ：如果 0k  ，则 1k  ；
如果 0k  ，则读取上一迭代步增量 Y和松弛因子

-1k ，由式（13）、（14）求得 k 。 

（5）修正当前迭代步的计算结果：令  X  

k  X ， 1, 1 , 1k i k i    X X X ，并存储本迭代步
增量X 和松弛因子 k 。 

（6）计算误差 ，如果满足式（11），迭代终

止，令 1 1, 1i k i  X X ，进入下一时间步的计算；否

则，令 1k k  ，返回步骤（2），继续进行下一个

迭代步。 

4  数值评价 

基于前述 Richards方程的有限元格式和自适应

松弛算法，采用 Fortran语言自主研发了非饱和渗流

程序 PorousH。同时，它还包含与专业的前后处理

软件 GiD[18]的通用接口，大大提高了前后处理的效

率。经过大量测试，该程序可以有效地模拟多孔介

质中二维和三维非饱和渗流问题。 

4.1  一维均质土的非饱和渗流 

Srivastava等[19]给出了一维瞬态非饱和渗流问

题的解析解。对于无限长的均质土层，设其厚度为

L，底部对应地下水位（h = 0），顶部为入渗边界，

以入渗流量为qA的稳定状态为初始状态，时间t > 0

时入渗流量变为qB。将持水特征曲线和渗透系数函

数假设为压力水头h的自然指数形式： 
irr irr

r r r(1 )e hS S S   
 

      

（15） 
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r e hk 
   

             （16） 

式中： irr
rS 为残余饱和度；  为与土性相关的模型

参数。模拟过程中的具体参数取值如表 1所示。 
 

表 1  一维入渗模型的参数 
Table 1  Model parameters for 1D infiltration 

L/m n ks /(m/h)  /m irr
rS  qA

 /(m/h) qB/(m/h) 

1.00 0.40 3.60×10-3 10.00 0.15 0.00 3.60×10-3 

 

网格剖分采用 4节点等参单元。为了在保证计算

精度的同时尽量减少网格数量，从下到上按 1.1:1

的比例进行网格局部加密，共使用了 40个单元、80

个节点。通过改变时间步长，变化范围从 2 s 到 

64 min，总共使用了 178个时间步，得到的数值模

拟结果如图 1、2所示，可以看到与解析解符合得很

好，而且无论在时间和空间域内，模拟结果都没有

震荡现象发生，充分证明了算法和程序的有效性。 
 

 
图 1  不同时刻孔隙水压力水头在竖直方向上的分布 
Fig.1  Distributions of pressure head in the vertical 

direction at different moments 
 

 

图 2  不同高度处孔隙水压力水头随时间的变化 
Fig.2  Variation of pressure head with time 

at different heights 

 

4.2  二维砂槽的非饱和渗流 

Vauclin 等[20]进行的二维室内渗流试验也是检

验算法的典型试验。砂土的流动区域为 6.00 m× 

2.00 m，厚度为 0.05 m的砂土，底部为不透水边界，

两侧为自由排水边界。土体为颗粒分布很规则的河

砂。初始水位为 0.65 m，试验开始后在土槽顶部中

间 1.00 m的范围均匀施加 0.148 m/h的降雨强度，

共 8 h。试验中对流动域内自由水面位置的变化等数

据进行了测量。根据文献[21]，该类砂土的孔隙水

压力水头、相对渗透系数与饱和度之间的关系可以

分别由 van Genuchten[12]和Mualem[22]模型来描述： 

v virr irr
r r r v(1 )[1 ( ) ]n mS S S h     

    
（17） 

v v1/ 2
r e e[1 (1 ) ]m mk S S  

    

   

（18） 

式中：有效饱和度 irr
e r r r(1 ) / ( )S S S S   ； v 、 vn

和 vm 均为与土性相关的模型参数，通常可以取

v v1 1 /m n  。模拟过程中的具体参数取值见表 2。 
 

表 2  二维入渗模型的参数 
Table 2  Model parameters for 2D infiltration 

n ks /(m/h) v /m nv mv irr
rS  

0.30 0.35 3.30 4.10 0.756 0.033 

 

根据对称性从中线截取区域的右半部分进行

计算，剖分为 755个双线性四边形等参单元，共 806

个节点。计算过程中采用变化的时间步长，范围为

10～360 s。收敛阈值取 10-8，每个时间步的收敛迭

代次数均为 2～10次。 

图 3给出了不同时刻地下水位位置（h = 0处）

模拟与试验结果的对比，两者吻合较好。选取入渗

前沿的点 A (0, 2.0)、B(0, 1.6)、C(0, 1.2)、D(0.5, 1.6)、

E(0.5, 1.2)和 F(1.0, 1.2)作为观察点，压力水头随时

间变化的情况如图 4所示。可以看到，随着入渗的

进行，孔隙水压力逐渐上升，向正孔压发展，且整

个变化过程是平滑和稳定的，进一步证明了算法和

程序的有效性。 

 

图 3  不同时刻地下水位位置模拟与试验结果对比 
Fig.3  Comparisons between the calculated and 

experimental results at different time and  
positions of underwater level 
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图 4  6个典型观察点的压力水头随时间的变化 

Fig.4  Variation of pressure head with time 
at six typical points 

 

5  计算精度、效率和鲁棒性 

对于瞬态问题，在给定边界条件下，第 1个时

间步偏离最终的稳定状态最大，迭代步数也相应最

多，同时时间步长的选择也会显著影响迭代次数，

时间步长越大，迭代次数越多。这里分别选取不同

的时间步长，以 10-8为迭代终止阈值，对标准 Picard

法、常系数松弛法（ = 0.8）和本文提出的自适应

松弛法的收敛性进行对比分析。 

对于一维入渗模拟，取 1 m高的位置为特征点，

对第 1个时间步迭代过程中压力水头的变化进行观

察。当时间步长为 0.1 s时，发现 3种方法的收敛值

相差小于 10-4，这表明自适应松弛法与其他两种方

法在精度上是一致的。而在迭代次数方面，自适应

松弛法迭代 6次即可收敛，相对于标准 Picard法的

43次和常系数松弛法 11次，效率分别提高了将近 6

倍和 1倍。 

图 5给出了 3种方法特征点处压力水头的收敛

行为。为便于对比，对图中数据进行了归一化处理。

观察发现，标准 Picard法的结果围绕收敛值发生了

明显的震荡，且迭代前期振幅较大；而松弛方法有

效地抑制了震荡，使迭代值迅速逼近真值，大大加

快了收敛速度。同时可以看出，自适应松弛法较常

系数松弛法降低震荡的效果更为显著。 

以步长为 0.1 s和 2.0 s时第 1个时间步的收敛

情况为代表，图 6对比了 3种方法的全局相对误差

随迭代次数的变化情况。当时间步长为 0.1 s时，标

准 Picard法表现出线性收敛的性质，这与理论预测

是一致的，而两种松弛方法则大大加快了误差的衰

减速度，收敛速度明显提高。当时间步长为 2.0 s

时，标准 Picard法、常系数松弛法均出现了循环震

荡，无法进一步收敛，而自适应松弛法仅用了 15

个迭代步就达到了收敛阈值，充分表明了该方法是

鲁棒和高效的。 

 
图 5  标准 Picard法、常系数松弛法和自适应 

松弛法的迭代收敛行为 
Fig.5  Convergence behaviors of traditional, relaxed and 

adaptive relaxed Picard iteration 
 

 

     (a) Δt = 0.1 s 

 

     (b) Δt = 2.0 s 

图 6  标准 Picard法、常系数松弛法和自适应 
松弛法的相对误差随迭代次数的变化 

Fig.6  Relative error of traditional, relaxed and adaptive 
relaxed Picard iteration with number of iterations 

 

采用不同的时间步长重新对砂槽渗流试验进

行模拟。表 3给出了不同时间步长情况下 3种方法

运算效率的对比情况。 

当采用较小的时间步长（2 s）时，自适应松弛

法和常系数松弛法单个时间步的最大迭代次数相差

不大，在 8次左右，仅仅约为标准 Picard法的一半。

在总迭代次数方面，与标准 Picard法相比，自适应

松弛法也有明显的减少，而常系数松弛方法却略有
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增加。原因在于当迭代初始值十分接近于收敛值时，

尤其在模拟后期，2～3次标准 Picard迭代即可达到

收敛阈值（如图 7所示），这时常系数松弛法反而会

起到过度松弛的反作用，而自适应松弛法通过自动

调整松弛系数，较好地克服了这一缺点。 

 
表 3  不同时间步长情况下自适应松弛法、常系数松弛

法和标准 Picard法计算效率的对比 
Table 3  Comparison of the efficiency between traditional, 
relaxed and adaptive relaxed Picard iteration for different 

time steps 

方法 
模拟时间 

/s 

Δt  

/s 

时间 

步数 

最大迭代 

次数/次 

总迭代 

次数 

运算时间

/s 

标准 Picard 100 
 2 50 19 153 15.24 

≥4 不收敛 

常系数松弛 100 

 2 50  8 158 16.40 

 4 25 18 111 11.03 

≥8 不收敛 

自适应松弛 
100 

 2 50  7 136 14.68 

 4 25  7  87  9.12 

10 60 10  49  4.98 

600 20 30  9 133 14.38 

 

 
图 7  Δt = 2.0 s时不同方法迭代次数随时间步的变化 

Fig.7  Iterations of different methods with  
number of time steps at Δt = 2.0 s 

 

随着时间步长的增大，标准 Picard和常系数松

弛法的最大迭代次数迅速增加，分别在步长为 4 s

和 8 s时求解失败（单个时间步迭代超过 200次，

程序自动终止）。相反，自适应松弛法表现出了很好

的鲁棒性，即使时间步长达到 30 s，最大迭代次数

也只有 9次，仍然能够保证迅速收敛。 

通过以上对比不难看出，自适应松弛法无论在

计算效率还是鲁棒性方面都比标准 Picard法和常系

数松弛法具有明显的优势。 

值得注意的是，作为非线性迭代算法，自适应

松弛 Picard法可以与已有的针对 Richards方程求解

的方程参数修正法、变量变换技术、时域积分方案

以及空间和时间自适应策略等相结合，有望进一步

提高现有算法和程序的求解性能，具有良好的应用

前景。 

6  结  论 

本文结合有限元法提出了一种高效的自适应

松弛 Picard法，并通过一维和二维瞬态非饱和渗流

算例进行了验证，结果表明： 

（1）标准 Picard法对时间步长十分敏感，而常

系数松弛法则略有改善，它们在迭代过程中都有可

能出现循环震荡问题，无法达到收敛阈值，造成求

解失败。 

（2）对于较大的时间步长，自适应松弛 Picard

法可以在保证计算精度的同时有效地减少数值震

荡，明显提高收敛速度，是鲁棒和实用的。 

（3）当迭代初始值较为接近于收敛值时，常系

数松弛法可能会起到过度松弛的反作用，而自适应

松弛法通过自动调整松弛系数，较好地克服了这一

缺点。 
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