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基于拉丁超立方抽样的有限元

可靠度程序开发及应用
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摘 要：在地下工程结构可靠性分析中，岩土体参数离散性大，功能函数非线性程度高，常为隐式函数，因此，对可靠度计

算方法提出了很高的要求。针对传统蒙特卡罗抽样方法计算量非常大，难以满足工程要求的问题，基于拉丁超立方抽样技术，

结合了Matlab和有限元软件 Abaqus各自的优点，编制了Matlab-Abaqus联合计算的有限元可靠度程序，该程序具有节省样

本空间、提高抽样效率的显著特点。通过对某圆形隧道的结构可靠性分析，表明该程序能很快达到收敛，能够满足地下工程

结构可靠性计算分析的要求。
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Program development of finite element reliability method
and its application based on Latin hypercube sampling
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Abstract: During the reliability analysis of supporting structure in underground engineering, more reasonable reliability computing

methods would like to be adopted because of large discreteness of parameters of soil-rock mass and high-degree of nonlinearity of

performance function, as well as nearly manifesting as implicit function. While it is hard to satisfy the project requirement by

traditional Monte Carlo simulation method with large amount of computation work, the finite element reliability program of joint

computation including Matlab and Abaqus is developed. It combines the advantages of Matlab and Abaqus based on Latin hypercube

sampling and has the outstanding feature of saving sample space and improving efficiency of sampling as well. It can easily converge

and satisfies requirements of reliability analysis of supporting structure by exhibiting a case of a circular tunnel in underground

engineering.

Key words: Latin hypercube sampling (LHS); Monte Carlo; reliability analysis; finite element; underground engineering

1 引 言

在地下工程中，由于岩土体的地质条件复杂多

变，物理力学参数存在较大的离散性，同时，作用

在岩土体上的结构荷载也常常带有一定的不确定

性，因此，对各种地下工程中的不确定性因素分别

地加以某种形式的定量考虑，通过可靠度分析方法

得到地下工程围岩体或支护结构的失效概率或可靠

度，对地下工程设计具有重要的理论意义[1]。

在地下工程可靠度分析中，常用的可靠度计算

方法有以下几种：一次二阶矩验算点法、响应面方

法及随机抽样法（Monte Carlo法）等[2]。此外，随

着计算技术的发展，有限元-一次二阶矩法、有限元

-最大熵法、有限元-Monte Carlo法，也先后应用于

结构可靠度分析中。地下工程的可靠度分析方法众

多，实际应用时需根据结构极限状态方程中基本随

机变量的概率分布和方程式的线性或非线性等情况

使用。
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近年来，在地下工程可靠度分析方法的研究方

面，国内外取得了很多的研究成果：1989年，H-S

在前人的理论基础上，对隧道衬砌结构的可靠性问

题进行了分析，最终提出了隧道支护系统体系可靠

度的概念及分析方法[3]；Laso等[4]采用基于连续介

质模式的响应面法对 II类围岩的衬砌结构进行了可

靠度计算分析。赵国藩[5]提出了结构可靠度的实用

分析方法，并将一种迭代格式的响应面方法用以解

决极限状态方程为隐式的极限状态曲面，提供了求

解结构可靠度的新思路。景诗庭等[6]、宋玉香等[7]

根据隧道结构的特点，应用概率理论及工程结构系

统可靠度分析方法，对整个隧道结构系统可靠度进

行了探讨。张清等[8]采用蒙特卡罗法对隧道的围岩

弹性抗力系数、衬砌荷载响应特征等进行了计算分

析。左育龙等[9]充分利用了基本随机变量的统计信

息，提出了基于人工神经网络的结构可靠度四阶矩

法。谭忠盛等[10－11]也在隧道与地下结构可靠度的计

算理论和实践研究方面作出了较大的贡献。

由于地下工程可靠性分析中，岩土体参数变异

系数大，功能函数往往非线性程度很高，难以获得

显式函数，特别是在大型地下工程的结构可靠性分

析中，常用的可靠度计算方法难以满足分析要求。

本文针对传统蒙特卡罗法计算量巨大、难以满

足工程分析要求的问题，采用拉丁超立方抽样技术，

编制了Matlab-Abaqus联合计算的蒙特卡罗有限元

计算程序，该程序能大大缩减计算量，不仅能应用

于荷载-结构法，对于地层-结构法计算分析往往也

能达到预想效果。

2 传统蒙特卡罗法

蒙特卡罗法（Monte Carlo simulation，MCS）

又称随机抽样法、概率模拟法、数值模拟法或统计

试验法，是通过随机模拟和统计试验来求解结构可

靠度的数值方法。它起源于 1946年物理学家 Von

Nevman和Ulam等在计算机上用随机方法模拟中子

连锁反应的秘密称呼而来。在目前的结构可靠度计

算方法中，蒙特卡罗法被认为是一种相对精确的方

法。

蒙特卡罗模拟方法的基本思想是：若己知随机

变量的概率分布及极限状态方程，根据各个随机变

量的分布，利用蒙特卡罗方法产生相应分布的一组

随机变量，代入极限状态方程得

1 2( , , , )nz g x x x  （1）

作 N 次这样的试验，可得到随机变量 Z 的一

组：若其中有M 个 0Z  ，则

 f 1 2( , , , ) 0 /nP P g x x x M N  ≤ （2）

对 N个 Z求均值和方差，根据 Z的分布，从而

计算可靠指标。

从理论思路上看，蒙特卡罗法的应用范围极其

广泛，几乎没有什么限制，它回避了结构可靠度分

析中的数学困难，并且不受随机变量分布和功能函

数形式的影响，原理简单，在抽取的样本数足够多

时其计算结果可以认为是精确的。

但蒙特卡罗法的计算量非常大，当实际工程的

结构破坏概率在 310 以下时，需要计算的次数将达
410 10 次以上，进而占用大量的计算时间。岩土体

由于计算参数的离散性比较大，在失效概率较小时，

模拟数目相当庞大，耗费过多的时间，大大限制了

其实际应用的范围和程度。为提高抽样效率，人们

研究出许多降低模拟方差，改善模拟精度的抽样技

巧：如分层抽样法、重要抽样法、匕首抽样法等。

拉丁超立方抽样方法是分层抽样法的一种，避

免了重复抽样，能以较小的样本量反映总体的变异

规律，抽样的次数可大大减少。

3 拉丁超立方复合抽样方法

3.1 分层抽样方法

分层抽样法的概念与重要抽样法相似，它们都

是要使对 ip （第 i次目标抽样概率）贡献大的抽样

更多地出现。但是分层抽样法并不改变原始的密度

函数，而是将抽样区间分成一些子区间，并使各子

区间的抽样点数不同，在贡献大的子区间内抽取更

多的样本[12]。

将积分区域 ( ) 0G x  分成M 个互不相交的子

区间 jL ，在每个子区间内，取 jN 个均匀分布在该

子区间的均匀随机数向量 r，这里 jN 不仅仅是第 j

个子区间内产生的均匀随机数向量的个数，也是[0，

1]区间均匀随机数向量落入该子区间的频数。这样，

分层抽样法的模拟结果可以写为

  ( )
f

1 1 1

( )
jNM M

j j
j i

j j jj

L
p p f r

N  
    （3）

模拟方差为


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式中：
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相应的模拟方差的估计值为

 
2

2
2 ( )

f f
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1
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在式（5）模拟方差公式中，可以证明：

若
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则
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由此可见，为减少模拟方差，应使每个子区间

抽取的样本数正比于该子区间的标准差与体积的乘

积。

3.2 拉丁超立方抽样方法

拉丁超立方抽样是一种多维分层抽样方法，如

图 1所示，它的工作原理为：

（1）定义参与计算机运行的抽样数目 N；

（2）把每一次输入等概率地分成N列， 0 1i ix x 

2 3i i in iNx x x x     ，且有 1

1
( )in inP x x x

N   。

（3）对每一列仅抽取一个样本，各列中样本 bin

的位置是随机的。

x1

x2

4个样本的 2维问题

图 1 拉丁超立方抽样

Fig.1 Latin hypercube sampling

相对于单纯的分层抽样，拉丁超立方抽样的最

大优势就在于任何大小的抽样数目都能容易地产

生。

至于估计均值，通常的做法是：

1

1
( )

N
n

n

y f x
N 

  （7）

一般情况下，这种估计的标准误差不能认为是

对标准蒙特卡罗抽样方法的改进。但实际上，拉丁

超立方抽样对均值和方差的估计与蒙特卡罗方法相

比，在效果上至少是一样的，且常常会显著改善：

假设 y 是关于输入变量的线性函数， y 

1

d

i i
i

a x

 ，分别利用蒙特卡罗抽样和拉丁超立方抽样方

法，再对均值进行估计，结果都是式（7），而标准

误差分别为

MC: 2 2 2 21 1
[( ) ]

iy i x yE y a
N N

     （8）

LHS: 2 2 2 2
3 3

1 1
[( ) ]

iy i x yE y a
N N

     （9）

因而：
2

1

N


拉丁超立方抽样的标准误差

蒙特卡罗抽样的标准误差

由此可知，拉丁超立方抽样对样本数量的节省

是非常显著的。

需要特别指出的是：此拉丁超立方抽样并不是

从均匀分布的[0, 1]中抽样，而是从各随机变量分布

函数的实际抽样范围内抽样[13]。

4 Matlab-Abaqus程序的研制

大型有限元程序 Abaqus是一款非常优秀的岩

土工程计算分析软件，具有非常强大的非线性功能，

在材料本构模型及二次开发方面表现出非常独到的

优点。Matlab是一套功能极其强大的科学和工程计

算数学软件系统，对计算数学领域的特定数学问题

都给出了各种高效算法，具有编程简单直观、用户

界面友善、开放性强等特点。

本文基于拉丁超立方抽样技术，提出 Matlab-

Abaqus联合计算的有限元蒙特卡罗可靠度分析方

法：根据基本变量的分布概型，在Matlab中利用拉

丁超立方技术进行抽样，通过编程，将每组抽样变

量随机值转入有限元软件 Abaqus实现计算分析得

到响应量的随机值，将每组得到的响应量随机值进

行统计分析，可得到响应量的统计特征，根据极限

状态方程，便可得到结构的失效概率或可靠指标。

编制 Matlab-Abaqus可靠度程序：①确定各基

本随机变量的统计特征，并将非正态分布转换成正

态分布函数；②利用拉丁超立法抽样指令： r 
lhsnorm(mu, sigma, M, N )，产生服从 2( , )N   分布

的 m行 n列随机变量数组 R；③编制Matlab程序，

调用 Abaqus的命令流文件.inp，实现基本随机变量

的替换；④调用 Abaqus实现计算分析，将数据结

果文件.dat中的响应量计算值返回到 Matlab；⑤将
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每次得到的响应量计算值进行统计分析，得到统计

特征；⑥根据极限状态方程，计算失效概率或可靠

指标。具体流程见图 2。

开始

将基本变量的分布函数

转化成正态分布函数

采用超立方抽样方法

生成随机变量组M

Matlab调用子函数,

实现 inp文件的每组
基本变量的参数替换

调用Abaqus程序计
算, 生成 dat结果文件

将结果文件返回到

MATLAB主程序中

统计功能函数结果数组

中不大于0的元素个数J

失效概率: Pf = J/M

结束

已知: 基本变量的分布
函数、均值、标准差

图 2 Matlab-Abaqus联合计算程序框图

Fig.2 Block diagram of joint program of Matlab
and Abaqus

5 圆形隧洞开挖锚固承载力可靠性
分析算例

圆形隧洞模型：建立 1/4的轴对称模型，尺寸

为 60 m 60 m，开挖隧洞半径为 10 m；X、Y轴均

轴向对称约束，假定外部施加等向压应力 20 MPa，

模型见图 3。

图 3 1/4圆形隧道模型图
Fig.3 A quarter model of circular tunnel

锚杆直径 22，锚杆长度为 8 m，以隧洞开挖

后长期流变情形下锚固体的可靠性为研究目标，岩

体材料的非线性蠕变方程为

32
c 1

PPi
iP t  （10）

蠕变试验参数如下：

7
1

2

3

9.582 1 10  

1.35

0.164 75

P

P

P

  


 
 

（11）

采用高强Ⅵ级预应力锚杆（注：轴向拉力设计

值 500 MPa），初始预紧力为 120 kN，由于锚杆材

料力学参数变异性很小，以围岩体的弹性模量 sE 、

凝聚力 sc 、内摩擦角 s 作为随机变量，流变时间取

6个月，采用 Drucker-Prager塑性屈服准则，计算锚

固体的可靠度。

5.1 锚固参数统计特征的选取

采用如表 1所示的围岩体和锚固体力学参数的

统计数据。

表 1 随机变量的统计特征

Table 1 Statistical characteristics of random variables

随机变量

围岩体

弹性模量 sE

/ GPa

凝聚力 sc

/ MPa

内摩擦角 s

/ (˚ )

均值 u 10.0 1.20 45.00

方差 2.0 0.20 3.00

变异系数 0.2 0.16 0.06

分布类型 正态 正态 正态

5.2 极限状态方程

将锚杆锚固力视为响应量，在可靠性分析中锚

固力变化统计特征为正态分布。我国《土层锚杆设

计与施工规范 CECS22: 90》中规定：预应力变化值

不应大于锚杆设计轴向拉力值的 10%。根据这个规

定，锚杆在施作后的锚固力随围岩体蠕变后，其锚

固拉力值变化量超过锚杆设计轴向拉力值的 10%，

即认为已经失效。即：

10% 500 50P    （12）

式中： P 为锚固拉力值变化量（MPa）。

因此，对于锚固承载力的可靠性研究，以锚固

力变幅等于锚杆设计轴向拉力值的 10%作为锚固失

效的极限状态方程。

5.3 流变 6个月的可靠度计算

对锚固体流变 6个月的可靠度进行计算。采用

本文编制的Matlab-Abaqus联合实现的可靠度程序

对模型进行计算，以锚固体预应力变化幅度等于锚

杆设计轴向拉力值 10%作为锚固体失效的极限指

标，对模型计算的次数依次为 100、150、200、250、

300、320次。从表 2不难看出，计算次数为 320次

时，结果与 300次的计算结果已完全一致。由此选

定 n  320次作为可靠性计算的次数。

而采用蒙特卡罗普通抽样进行计算，根据文献

锚杆
注浆体
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[14]，至少需计算 4 096次，当计算到 5 137次时得

到的失效概率为 0.007 1，与拉丁超立方抽样方法得

到的实效概率基本相同。由此可见，采用本文的拉

丁抽立方抽样技术能大大提高抽样效率。

最终计算得到的锚杆锚固力的失效概率 fP 
0.72%，若锚固力也服从正态分布，可由 ( ) 1   

fp 得到可靠指标   2.44，该值小于《水利水电工

程结构可靠度设计统一标准》的最低 2.70的目标可

靠指标，可认为锚固体失效。

表 2 失效概率计算结果

Table 2 Probabilities of anchorage failure

计算次数
失效概率 Pf

/ %
计算次数

失效概率 Pf

/ %

100 0.41 250 0.70

150 0.63 300 0.72

200 0.74 320 0.72

6 结 论

（1）在地下工程结构可靠度分析中，蒙特卡罗

法计算结果被公认为几乎接近真实值，但需要大量

的统计样本，计算工作量巨大，而拉丁超立方抽样

方法避免了重复抽样，能以较小的样本量反映总体

的变异规律，往往能有效改善样本的均值和方差，

从而使得抽样次数大大减少。因此，抽样效率能得

到很大提升。

（2）本文结合了Matlab和 Abaqus各自的优点，

基于拉丁超立方抽样技术，编制了Matlab-Abaqus

联合计算的有限元可靠度程序，通过某圆形隧洞的

锚固可靠性分析，表明该程序能很快达到收敛，实

现地下工程结构可靠性的计算分析，并具有高效、

实用等优点。

（3）拉丁超立方抽样技术运用于蒙特卡罗有限

元分析时，当随机参数有一定关联时，计算分析难

以达到理想效果，今后还需在这方面开展进一步的

研究工作。
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