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循环荷载作用下黏土改进边界面模型

李 剑，陈善雄，姜领发

（中国科学院武汉岩土力学研究所 岩土力学与工程国家重点实验室，湖北 武汉 430071）

摘 要：为克服边界面模型应用不便、不能反映卸载过程中土体的弹塑性性质的缺陷，提出了一个循环荷载作用下可考虑弹

塑性加、卸载过程的重塑黏土改进边界面模型。模型采用了简单的边界面形式，可大大简化该模型理论的推导与计算；采取

了不预先定义边界面大小的方式，有效地降低了改进边界面模型在应用过程中的经验性；加入边界面胀缩规则，使模型可考

虑土样卸载过程中的弹塑性性质，进而可反映土样的滞回特性。通过对重塑黏土进行循环三轴数值模拟试验，并与真实试验

结果进行对比分析，验证了改进边界面模型的合理性和有效性。数值验证结果表明，改进边界面模型具有物理意义明确、参

数易于确定、形式相对简单的特点，且该模型计算精度较高，计算结果与试验结果吻合得较好。
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An improved bounding surface model for clay under cyclic loading

LI Jian, CHEN Shang-xiong, JIANG Ling-fa
(State Key Laboratory of Geomechanics and Geotechnical Engineering, Institute of Rock and Soil Mechanics,

Chinese Academy of Sciences, Wuhan, Hubei 430071, China)

Abstract: This paper proposes an improved bounding surface model for remolded clay, which overcomes the defects that it is

inconvenience to apply and not related with elastoplastic property in the unloading process of the bounding surface model, by

considering elastoplastic loading and unloading processes under cyclic loading. The model uses a simple bounding surface formula,

which significantly simplifies the derivation and calculation of the model; which also effectively reduces the empirical dependence in

the application process of the improved bounding surface without predefining the bounding surface. It introduces bounding surface

expansion and contraction rules, which makes the model consider the elastoplastic property of the soil in the unloading process and

then reflects the hysteretic behavior of the soil. This improved bounding surface model is verified by comparison between numerical

simulation of remolded clay cyclic triaxial test and the cyclic triaxial lab test. The results show that the improved bounding surface

has following advantages: clear physical significance and simple form, parameters easy to determine, high precision of calculation

and the calculation results fitting the real test results.

Key words: bounding surface model theory; improved bounding surface model; cyclic triaxial test; hysteretic behavior; bounding

surface expansion and contraction

1 引 言

大量动三轴试验研究表明，土体在动力荷载作

用下的动应力-动应变关系呈现明显非线性和滞后

性的特点，反映出土体在动荷作用下弹塑性加、卸

载的特点[1－3]。合理的动力本构模型要正确反映动

荷作用下土体受力变形的特点，准确地描述土体动

应力-应变关系的滞回特性，而这一特点也是构建动

力本构模型最核心的内容。

近年来，Dafalias等[4－5]提出的边界面动力本构

模型得到广泛发展和应用。边界面模型取消了多重

嵌套的屈服面，计算过程中不用追踪、记录计算过

程中屈服面的变化；同时取消了弹性域的存在，这

样避免了加、卸载过程中，需要建立弹塑性域在边

界面内移动规则的困难，从而大大简化了边界面模

型的理论推导。受益于其简明的理论形式、较低的
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数值计算难度，在实际中被广泛应用并加以改进。

Anandarajah等[6]在边界面方程加入组构张量，

建立了描述黏土各向异性的边界面模型；Liang等[7]

采用同样的方法也建立了一个可描述各向异性的边

界面模型，其与前者的差别在于硬化法则的不同。

周健等[8]在边界面模型中引入卸载阶段塑性模量

的表达式，将原来边界面模型中弹性卸载改为弹塑

性卸载，较好地描述了软土的动应力-应变关系。刘

明[9]通过在边界面方程中引入各向异性张量，并通

过对加、卸载过程采用不同映射中心的方式，建立

了可描述饱和软黏土动力特性的边界面模型。秦立

科[10]通过改进土体强化参数以及引入结构性参数

的方式，得到了可描述原状非饱和黄土动力特性的

边界面模型。徐舜华等[11]将塑性偏应变作为硬化参

数，建立了一个适用于往返循环荷载作用的砂土边

界面本构模型。柳艳华等[12]在边界面模型的基础

上，通过引入结构性损伤内变量的方式，提出了一

个可以描述循环荷载作用下结构性饱和软黏土动力

特性的边界面模型。

分析上述研究成果可知：（1）Dafalias等[4－5]

提出的边界面模型并不完善，其计算结果不能表现

出动荷作用下土体材料的滞后特性，与实际有一定

差异，应用时需要改进；（2）由于岩土材料的复杂

性和差异性，单一的动力本构模型并不能全面描述

所有岩土材料的动力特性，针对岩土材料独特的特

点，需要有针对性地建立相应的动力本构模型；（3）

边界面模型在应用过程中仍有其不便之处，具体表

现为某些参数的取值具有较强的经验性，不能直接

从试验中得出。

鉴于上述特点和问题，本文拟在临界状态理论

和边界面模型的理论框架内，针对各向同性的黏土

材料，建立一个物理意义明确、参数易于确定、形

式相对简单的循环荷载作用下重塑黏土的弹塑性边

界面模型。

2 边界面模型理论基础及其缺陷

2.1 边界面模型理论概述

Daliafas等[4－5]于 1986年以剑桥模型为基础，

提出了边界面模型。该模型的核心内容是将屈服面

之间塑性模量的变化用一套映射准则和插值函数来

反映，模型模量随应力点距边界面距离的变化而变

化，因此，也就没有了众多嵌套的屈服面，使得该

理论更为简明，数值实现起来更为容易。

归纳起来，边界面模型理论主要包括：（1）边

界面的形式；（2）映射法则；（3）塑性流动法则及

塑性模量的求法。

2.1.1 边界面的形式

图 1给出了 Dafalias等[4－5]采用的边界面形式。

它由两段椭圆和一个双曲线组成，其中椭圆 1的形

式与剑桥模型相同，椭圆 2和双曲线可与椭圆 1光

滑搭接。边界面方程可表示为

n( ,  ) 0ijF q  （1）

式中： ij 为虚应力状态，其可转换为 p和 q， ij 可
根据一定的映射规则由 ij 确定； nq 为内变量，规

定边界面的硬化参数。
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图 1 边界面的形式

Fig.1 Shape of bounding surface

图中，CSL为临界状态线；M为临界状态线的

斜率；O为坐标原点，也表示映射中心点；F表示

边界面方程； cp 为初始固结压力；n为当前应力状

态的方向向量； 0 为映射中心到虚应力状态的距

离；δ为实际应力状态到虚应力状态的距离。

2.1.2 映射法则

边界面模型中通过映射法则将给定的应力点

ij 映射到边界面上得到虚应力状态 ij ，此虚应力

点代替传统塑性力学中加载面上的应力点，以确定

加载方向和大小。映射法则可表示为

0

0

( ) ,  ij ij ij ijc c


   
 

   


（2）

式中： ij 表示真实应力点； ij 为映射中心； 0 为

映射中心到虚应力点的距离； 为真实应力点到虚
应力点的距离。

2.1.3 塑性流动法则及塑性模量的求法

边界面模型采用了相关联的流动法则，其表达

为

ij ijL  R （3）

式中：L为加载因子，控制塑性应变增量 p
ij 的大小；

为Macauley括号，当 L  0时， L L ；当 L  0

是， L  0。 ijR 为塑性势函数的方向向量，它决定
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了塑性应变增量 p
ij 的方向，其表达式为

ij
ij ij

Q F
R

 
 

 
 

（4）

式中：Q为塑性势函数，当采用相关联流动法则时，
Q F 。

边界面模型基于剑桥模型，故其采用与剑桥模

型相同的硬化参数作为内变量，即塑性应变 p
v ，并

采用等向强化法则，边界面在加载过程中保持形状

不变，但大小在扩张。其硬化法则可表示为

p
c c v

v
p p 

 



 （5）

式中：v为土体比体积， 1v e  ；、为土体 e-
ln p曲线上的压缩指数和回弹指数。

在求解加载因子 L时，需要首先确定塑性模量

pK 和 pK 的大小。Dafalias等用插值法，提出的插值

函数将真实应力点与虚应力点的距离联系起来，求

解真实塑性的模量为

0
p p n

0

( ,  )ijK K K q



 

 


（6）

式中： pK 和 pK 分别表示实际应力状态时的塑性模

量和虚应力状态时的塑性模量； nq 为内变量。

2.2 边界面模型理论的缺陷

边界面模型对传统弹塑性理论做了一定改进，

但边界面模型也存在一定缺陷，主要表现为以下几

个方面：

（1）单面边界面模型采用了弹性卸载的概念，

卸载模量与初始加载时的弹性模量相同，这种情况

下模型计算得到的应力-应变曲线不能表现出滞回

性，也无法模拟出土体在卸载条件下的弹塑性。图

2、3分别给出了 Li等[13]的试验结果及李兴照[14]采

用单面边界面模型弹性卸载的概念模拟得到的应

力-应变关系曲线，可以看出，单面边界面模型不能

模拟土体在循环荷载作用下应力-应变表现出的滞
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图 2 试验结果(Li等[13])
Fig.2 Test results (obtained by Li et al. [13])
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图 3 模拟结果[14]

Fig.3 Simulation results[14]

回性，且由于模拟曲线没有滞回性，则得到的累积

塑性应变必然较试验值大，当滞回性越大时，模型

结果的误差就越大。

（2）需要预先提出边界面的形式，而边界面的

大小对模型模拟土体力学特性是有影响的。根据

Schofield等[15]的建议，边界面大小控制参数 R取

2.72。尽管 Schofield给出了 R的通常取值，但由于

岩土体复杂的地质成因和条件，R取一个值往往不

能较好地模拟所有岩土体的力学特性，只能根据试

验结果具体确定。

综上可见，边界面尽管具有形式简单、数值要

求较低、应用方便的优点，但其自身也存在一定的

缺陷，故针对不同土体材料，在具体应用时需要不

断改进。

3 改进边界面模型的建立

3.1 边界面方程

改进边界面模型以临界状态理论和边界面理

论为基础，计算过程不需预先定义边界面，而是采

用在土样初始加载的过程中形成的最大屈服面作为

边界面，这样就避免了模型应用过程中对边界面的

大小需要预先确定的缺点，简化模型参数的标定，

使模型的应用相对更为方便。具体边界面的形式为[16]

 2 2
c[ ( )]F Q q M p p p    （7）

c2 1
( )

(1 ) (1 )sin 3

mM
M

m m ap b






   

 （8）

式中： e

c

M
m

M
 ，其取值范围为 0.7 m≤ ≤ 1.0； eM

为轴对称拉伸时应力点与原点连线的斜率， eM 

e

e

q

p
； cM 为轴对称压缩时应力点与原点连线的斜

率， c
c

c

q
M

p
 ，其中， cq 为偏应力； cp 为球应力；
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 是罗德角，并且
1 3

3/ 2
2

3 31
sin

6 3 62

J

J
   

   
  

≤ ≤ ；

a、b为双曲线临界状态线的参数[16]。

3.2 映射中心与法则

本文仍采用与 Dafalias等[4－5]提出的映射准则，

即边界面内没有弹性核，映射中心固定在坐标原点。

如图 4所示。

可见，由于映射中心固定在坐标原点，根据式

（2）可得

0

0

,  ij ijc c








 


（9）

边界面 F

ij
ij

0



0 

ij

映

射

中

心

图 4 映射中心与法则

Fig.4 Mapping center and rule

3.3 塑性流动法则与边界面的胀缩

3.3.1 塑性流动法则

本文采用与剑桥模型相同的塑性流动法则和

硬化法则，具体可见下式（10）、（11）：

p
ij

ij

F 






 （10）

p
c c v

v
p p 

 



 （11）

3.3.2 边界面的胀缩

改进边界面模型不需要预先定义边界面的大

小，但计算过程中却要表现出土体受动荷载过程中

的弹塑性变形特性，因此，在受力过程中边界面就

需要随着受力状态的改变而变化。

边界面的胀缩法则决定了模型是否可以较好

地描述土体在循环荷载作用下的弹塑性应力-应变

关系。观察土体应力-应变关系（见图 5），可以发

现：①由 O加载至 A点时的割线模量与由 A卸载至

B时的割线模量相似；②后一个荷载周期内的应力-

应变关系曲线与前一个荷载周期内的曲线具有相似

性，不同的是，后一个荷载周期内的应力-应变关系

较前一个周期更陡。③Masing[17]发现，卸载时应力-

应变曲线的曲率降到初始加载时曲线的一半，说明

卸载时应力-应变曲线的塑性模量较初始加载时更

为平缓，且与其有相似性。这个规律被称为 Masing

准则。④可以看出，土体卸载和再加载的初期，应

力-应变关系的弹塑性并不明显，但超过应变轴后，

应力-应变关系表现出明显的弹塑性。因此，由以上

4点发现可知，单面边界面模型不能反映这种规律，

这主要是因为单面边界面模型中卸载和再加载过程

中，边界面保持不变，即采用了弹性卸载的概念。

而如果要反映出卸载过程和再加载过程中的弹塑性

关系，就必须使得边界面在整个加卸载过程中保持

不断变化，即采用适当的硬化法则。



q

O

A

B

C

D

E

图 5 循环荷载作用下土体应力-应变关系示意图

Fig.5 Sketch of soil stress-strain curves under cyclic load

对于边界面的胀缩，本文采用如下规则：土体

在加卸载过程中，根据映射法则求解新一步应力状

态对应的“像应力点 ij ”，将 ij 带入边界面方程中，

如果超过边界面方程，即 F  0，则该步状态下边界

面发生硬化，此时边界面扩大；如果应力状态没有

超过边界面方程，即 F  0，则该步状态下没有塑性

应变发生，但要让此应力状态保持在边界面上，此

时边界面发生收缩。本文硬化规则可由图 6表示。

初始边界面 F

硬化后边界面 F 

O
A

B

C

D

E

p

q

初始屈服面 f

卸载后边界面 F 

F
G

图 6 边界面的胀缩示意图

Fig.6 Sketch of expansion and contraction
of bounding surface

从图 6可以看出，本文边界面的胀缩规则，应

力路径为：A→B→C→D→E→F→G。土体由等向
固结应力点 A加载至 B的过程中，初始屈服面 f 随
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塑性应变硬化至初始边界面 F；如果此时继续加载

至 C，则边界面发生硬化，此时伴随硬塑应变发生，

边界面变为 F ；而后卸载至 D，此过程中如果不发

生塑性应变，则边界面发生收缩，使得应力状态保

持在边界面上，边界面变为 F ；应力卸载至 A点

后，继续卸载至 E点，该过程中发生弹塑性行为，

边界面发生硬化，扩大变为边界面 F；如继续卸载

至 G点，则边界面继续硬化，变为 F 。
3.4 塑性模量

边界面模型的关键之一即为塑性模量的求法。

求解塑性模量采用插值函数的方法，即 pK 和 pK 之

间的关系与应力状态 ij 、内变量 nq 以及应力点间

的距离 、 0 有关。
由真实土体应力-应变关系可知，动应力比相

对较小时，循环应力作用下，重塑黏土的滞回圈在

一定的循环振次作用后，逐渐趋于重合，亦即累积

塑性应变的发展速率减小并趋于稳定，说明塑性模
量 pK 在逐渐减小，并趋于稳定。由此可见， pK 和 pK

之间的关系如果仅与应力状态 ij 、内变量 nq 、 和

0 有关，那么， pK 则无法表现出逐渐减小的趋势。

为此，本文参考Manzari等[18]提出的插值函数，如

下式所示。

 
4

3
p p 0

16 1

9

M c
K K

c
H p


 

      
（12）

根据边界面一致性条件，即可求出 pK ：
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4 模型验证

为验证本文改进边界面模型的合理性，采用重

塑红黏土试样，进行了循环荷载作用下的三轴数值试

验，并将计算结果与真实动三轴试验进行对比分析。

4.1 模型参数标定

改进边界面模型以临界状态理论和边界面模

型理论为基础，与传统剑桥模型不同的是，改进边

界面模型采用了双曲线临界状态[16]，并采用与传统

边界面模型不同的塑性模量求法。

但改进边界面模型仍可用普通三轴试验的结

果对模型中的参数进行标定。其中，初始模量可通

过三轴试验获取；压缩和回弹指数可以通过压缩和

回弹试验得到；初始孔隙比可根据所制土样确定；

插值函数中的 0H ，通常采用试算的方法得到。惟

一不同的是，改进边界面模型中，临界状态线可根

据以下方式取得：

（1）针对每一种土样，分别进行不同围压的三

轴试验，根据试验结果获取试验土样的强度参数；

（2）根据试验得到的土样强度所对应的 3个主

应力，可计算相应的球应力 p和广义剪应力 q；
（3）在 p - q应力空间中，用最小二乘的方法对

应力空间中的临界应力状态进行曲线拟合，进而可

得到参数 a和 b的值。

4.2 疲劳循环三轴数值模拟试验

为选取压实度为 0.8、固结比 3.0的重塑红黏土

试样，进行疲劳循环三轴数值模拟试验。

计算模型参照真实试验建立，共 32个单元，

其尺寸为： 38 mm×76 mm。具体试验步骤是：在

模型周边施加固定围压 3 并保持不变；在模型中用
initial命令施加初始固结压力 cp ；固定模型底面；

在模型顶面按照真实试验条件施加循环荷载。具体

计算模型见图 7。

计算参数均按照模型标定的方法得到。模型中

土体参数见表 1。

图 7 疲劳循环三轴数值计算模型

Fig.7 Numerical calculation model for fatigue
cyclic triaxial test

表 1 数值模拟参数表

Table 1 Parameters for numerical simulation

压实度 固结比 ck
初始比

体积 v

压缩

指数 
回弹

指数 

体积

模量 K

/ MPa

初始围压

/ kPa
0H

初始固结

压力 cp

/ kPa

a b 泊松比 

0.80 3.0 2.21 0.19 0.026 16.7 50 20 150 0.000 9 0.687 4 0.3

循环荷载 p
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4.3 试验结果与分析

试验得到土样的动应力-应变曲线及累积塑性

应变发展曲线如图 8、9所示。

从图 8、9可以看出，数值模拟计算得到的曲

线与实测试验曲线表现出了较好的一致性。对于动

应力幅值较低的情况，数值模拟计算的结果前期累

积塑性应变发展稍快，后期趋于稳定。对于动应力

幅值较大的工况，数值模拟计算的结果前期与试验

曲线更为接近，从总体上看，本文边界面模型还是

可以较好地描述循环荷载条件下，土体的动应力-

应变关系以及累积塑性应变的发展趋势，计算结果

表现出了较好地数值稳定性，计算效率较高。
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(b) 数值模拟曲线

图 8 疲劳循环三轴试验实测曲线与数值模拟曲线

(d = 120 kPa)
Fig.8 Test and simulation curves of fatigue

cyclic triaxial test
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图 9 疲劳循环三轴试验实测累积塑性应变曲线

与数值模拟曲线

Fig.9 Accumulated plastic strain test and simulation
curves of fatigue cyclic triaxial test

5 结 论

（1）通过改进边界面的形式，简化了边界面模

型中相对复杂的边界面形式，并采取了不预先定义

边界面的方式，从而降低了边界面模型应用的经验

性和数值计算的难度。

（2）通过在边界面模型中加入边界面胀缩规

则，使得改进边界面模型可考虑加、卸载过程中弹

塑性特性，进而可使得模型计算曲线能反映土体的

滞回特性。

（3）改进的边界面模型具有物理意义明确、参

数易于确定、形式相对简单的特点，且该模型计算

精度较高，计算结果与试验结果吻合得较好。
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