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非连续变形分析方法中的阻尼问题研究 

付晓东，盛  谦，张勇慧 

（中国科学院武汉岩土力学研究所 岩土力学与工程国家重点实验室，湖北 武汉 430071） 

 
摘  要：定量研究了非连续变形分析(DDA)方法中的黏性阻尼与数值阻尼。首先，基于 Newmark 直接积分法，推导了块体

系统的运动方程。其次，通过动力学中的黏性阻尼理论建立了 DDA中动力系数、时间步长与黏性阻尼比的关系式，探讨了

DDA 中的常加速度积分方案的数值阻尼分区及阻尼比计算方法，进而得到两种阻尼共同作用时的阻尼比表达式，并分析了

频域内阻尼比的分布情况。最后，以谐振激励下的块体振动为例，通过对比不同阻尼作用下块体位移的 DDA计算值与理论

解，验证了本文提出的阻尼比计算公式的正确性。研究表明：黏性阻尼对低频的衰减作用明显，数值阻尼则可以很快地消除

高频干扰，而二者共同作用下可降低阻尼的频率相关性。该研究成果为 DDA的振动、波动等动力计算的阻尼取值提供了理

论依据。 
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Damping problem in discontinuous deformation analysis method 
 

FU Xiao-dong，SHENG Qian，ZHANG Yong-hui 
（State Key Laboratory of Geomechanics and Geotechnical Engineering, Institute of Rock and Soil Mechanics,  

Chinese Academy of Sciences, Wuhan, Hubei 430071, China） 

 

Abstract: This paper quantitatively investigates the viscous damping and numerical damping in the discontinuous deformation 

analysis (DDA) method. The motion equations of the block system are first developed based on the Newmark method; and the 

relationship among the viscous damping ratio, the dynamic coefficient and the time interval of each step in DDA is developed based 

on the kinetic theory of viscous damping. The constant acceleration integration scheme in DDA, the partitions and the damping ratio 

of the numerical damping are discussed; and the calculating formulations of the damping ratio for the combined damping are obtained. 

An example of the block vibration is analyzed under simple harmonic motions; and the proposed formulations are validated by 

comparing the DDA calculations to the theoretical solutions. The simulation results show that the viscous damping significantly 

affects the low frequencies; and the numerical damping can quickly eliminate the interference of the high frequencies. If the two 

dampings are combined, the frequency-dependence can be reduced. The study results provide a theoretical basis for the vibration and 

wave calculation using the DDA method. 

Keywords: discontinuous deformation analysis (DDA); damping problem; Newmark method; viscous damping; numerical damping 
 

1  引  言 

由石根华 [1]提出的块体系统非连续变形分析

（discontinuous deformation analysis，简称 DDA）

是基于岩体介质非连续性发展起来的一种新的数值

分析方法。 

目前，DDA方法中的能量消耗方式主要有库仑

摩擦、黏性阻尼与数值阻尼。库仑摩擦能模拟块体

接触面的力学特性，黏性阻尼反映了块体系统自由

振荡的能量耗散，数值阻尼则可以防止罚函数在处

理接触问题时出现振荡。 

DDA的 3种耗能形式中，库仑摩擦准则理论比

较成熟，而黏性阻尼与数值阻尼的定量研究工作较

少[2]。石根华在 DDA程序中引入动力系数来模拟计

算中块体系统的能量耗散，动力系数实质上是黏性

阻尼的显式表达。Hatzor、Tsesarsky等[35]学者定性

研究了动力系数对 DDA 计算结果的影响，并指出

为更加准确地模拟块体系统的能量耗散，需要在
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DDA中引入合适的阻尼模型。此后，Koo[6]、Chen[7]、

Sasaki[8]、甯尤军[9]、姜清辉[10]及刘永茜[11]等先后在

DDA中采用了质量阻尼、黏弹性阻尼、自适应阻尼

及瑞利阻尼等，但并未深入研究这些阻尼模型的力

学意义。 

本文基于黏性阻尼理论，获取了 DDA 程序中

的黏性阻尼、数值阻尼及二者共同作用的阻尼比计

算公式，可为 DDA动力计算的阻尼取值提供参考。 

2  基于 Newmark 法的块体系统的运
动方程 

DDA方法的基础是拉格朗日函数[12]： 

     { },  { } { } { }L D D T D V D       （1） 

式中：{ }D 、{ }D 分别为块体系统的速度列阵、位

移列阵；T 和 V 分别为动能与势能函数，在 DDA

中，势能函数由块体单元的弹性应力、初始应力、

点荷载、体积荷载、惯性力、点位移及块体之间的

接触及锚固约束条件等部分组成。 

对拉格朗日函数进行时间积分，由汉密尔顿原

理得到拉格朗日运动方程为[13] 
d

0
d { } { }

T V
t D D
 

 
 

          （2） 

展开式（2）便得到块体系统的动力常微分方程

组如下 

     { } { } { } { }M D C D K D F         （3） 

式中：{ }D 为块体系统的加速度列阵；[M]、[C]、

[K]和{F}分别为块体系统的质量矩阵、阻尼矩阵、

刚度矩阵与荷载向量。 

采用基于 Newmark法的直接积分求解式（3），

引入如下的位移、速度与加速度的关系： 
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式中：Δt 为时间步长； 为时间增量；  、  为
Newmark法的积分参数。 

然后将式（4）、（5）代入式（3），得 
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3  DDA方法中的黏性阻尼 

3.1  黏性阻尼理论 

取式（3）中某一块体的单自由度在自由振动下

的运动方程为 
0mx cx kx               （9） 

式中：m、c、k 分别为块体的质量、阻尼系数与刚
度系数；x为求解的自由度。 

令振动圆频率
k
m

  ，阻尼比
2

c
m




 ，则式（9）

可写为 

22 0x x x              （10） 

解式（10）可得块体的振动过程，如图 1所示。

由图可知，在 =0时，块体在平衡位置作振幅不变

的振荡，称为无阻尼状态；0< <1时，块体仍在平

衡位置振荡，振幅按指数形式逐渐减小，称为欠阻

尼状态； =1时，块体不产生振荡，称为临界阻尼

状态； >1时，块体也不产生振荡，且以指数衰减

的形式回到平衡位置，称为过阻尼状态。 
与 =1相应的阻尼系数为 cr =2 m ，称为临界

阻尼系数，因此， 也可表达为 

r

c
c

                  （11） 

 

 
图 1  各种阻尼状态下单自由度块体的自由振动 
Fig.1  Free vibration of single degree block in 

various damping states 
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3.2  DDA中的黏性阻尼 
DDA 中通过施加阻尼来耗散块体系统振动过

程中的动能。具体的做法是施加与速度成比例的黏

性阻尼，如式（3）中的阻尼矩阵项。理论上，黏性

力子矩阵应采用当前计算步的块体速度，但

Newmark法的每个时间步内速度是变化量，因此，

黏性阻尼有不同的表现形式，如：石根华[1]在其博

士论文中采用当前计算步的平均速度；但为了方便

编程，DDA程序显式地采用了上一计算步结束的块

体速度。DDA程序中采用动力系数 gg来表征黏性
阻尼，其意义为每个块体当前时间步的初始速度与

上一时间步的最终速度的比值，gg 的取值范围为
0～1。 

当 gg<1 时，相当于引入了黏性阻尼力。黏性

阻尼作用的能量损失可以记作为 

 221

2
E m v gg v               （12） 

那么其等效阻尼力为 

   
22 2

c

1
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2
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d v t t

     
  

 
 （13） 

式中：v为块体速度；d为块体位移。 

由式（13）可得阻尼系数为 
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由式（11）可知，黏性阻尼比表达式为 
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viscous
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         （15） 

由式（15），当 gg =0.99时，黏性阻尼比 viscous
随参数 （ t   ）的变化曲线如图 2。由图可

知，DDA方法中的黏性阻尼是与系统的频率相关，

且对低频率振动系统更加有效。 

 

 
图 2  DDA的黏性阻尼比随参数 的变化曲线 

Fig.2  Curve of viscous damping  
ratio vs.   in DDA 

 

4  DDA方法中的数值阻尼 

目前，DDA程序中采用常加速度积分方法，即

假设当前计算步内的加速度为常数，式（7）中 =1，

 =1/2。常加速度积分方案满足无条件稳定，且具

有非常重要的数值阻尼。 

4.1  数值阻尼分区 
DDA方法中的数值阻尼可以分为 3个区域[14]，

如图 3所示。 

（1）无阻尼区：0≤ <0.1，50≤ ，谱半径
（能够有效度量算法的稳定性与数值阻尼[15]）r ≈1，

可见数值阻尼可以忽略。 

（2）欠阻尼区：0.1≤ <4，0.333 3≤r <0.999，

该区域谱半径的变化很大，特别是 1≤ <4，数值

阻尼很快增加到临界阻尼值。此时，特征值为复数，

使得迭代过程的解出现衰减的振荡现象。 

（3）过阻尼区：4≤ <50，该区域 r逐渐增加
到 1。此时，特征值是实数，使得迭代过程中的解

呈指数形式衰减。 

 

 

图 3  DDA方法的数值阻尼分区 
Fig.3  Partitions of numerical damping in DDA method 

 

4.2  DDA的数值阻尼比 
通常，为了满足 DDA 方法求解的准确性，应

尽可能使数值阻尼处于欠阻尼状态，而且需定量了

解常加速度法的数值阻尼。由阻尼分区可知，欠阻

尼状态即当 <4，数值阻尼比可由下式计算[1617]： 

2

numerical

ln 1
2
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           （16） 

阻尼比能够定量表征数值积分方法对运动方程

的阻尼贡献，图 4为数值阻尼比 numerical 随 的变化
曲线。由图可知，0< <0.1，阻尼比很小，这说明

在这个范围内需要很长时间的求解才能到达平衡，

这与该区域内 r ≈1等价；当 0.1≤ <4，阻尼比陡

增到最大值（约为 0.284 52），这说明该区域内迭代

很快能达到平衡。 

5  黏性阻尼与数值阻尼的共同作用 

在一般的 DDA 计算中，数值阻尼与黏性阻尼
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将会同时存在。结合式（15）、（16），可以得到两种

阻尼共同作用下总阻尼比的计算公式为 

total numerical viscous             （17） 

 

 
图 4  DDA的数值阻尼比随 的变化曲线 

Fig.4  Curve of numerical damping  
ratio vs.   in DDA 

 

图 5是频域内阻尼比的分布图，其中时间步为

0.002 5 s，动力系数取 0.998。由图可知，黏性阻尼

和数值阻尼分别对低、高频的衰减作用明显，这与

有限元方法的瑞利阻尼相似，与质量阻尼和刚度阻

尼相对应；二者联合作用可降低其频率相关性，如

在 2～8 Hz内，总阻尼比处于 3%～4%的范围内；

总阻尼比仍然保留数值阻尼对高频的有效消除能

力，可以防止 DDA 中罚函数在处理接触问题时出

现振荡。 

 

 
图 5  频域内阻尼比的分布 

Fig.5  Distribution of damping ratio in frequency domain 
 

6  算例分析 

6.1  谐振激励下的块体振动算例 
用 DDA方法模拟固定块体 B上的块体 A的谐

振过程。如图 6所示，块体 A的尺寸为 1 m×1 m，

固定的块体 B的尺寸为 4 m×1 m。材料力学参数：

弹性模量为100 GPa，泊松比为0.3，密度为1.0 g/cm3，

不考虑重力；为防止块体之间的分离，假设节理面

的抗剪及抗拉强度参数均很大。法向接触弹簧刚度

为 10 MPa。监测点为块体 A的形心点 C。 
Y向谐振力 p(t)=p0sin(ω0t)，其中 p0为力的幅值，

频率 w0为谐振频率。取 p0=1 000 N，ω0 =ω=100 rad/s

（ω为块体 A的固有频率）。 

 
图 6  块体谐振的 DDA模型 

Fig.6  DDA model for block under simple  
harmonic motion 

 

考虑具有黏性阻尼的块体共振的控制微分方程

为[18] 

0 sin( )mu cu ku p t          （18） 

该方程的解为 
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式中： 21  D 。 

6.2  阻尼作用分析 
6.2.1 黏性阻尼 
为保证 DDA计算仅存在黏性阻尼，在 DDA模

拟中引入平均加速度积分方式（此时不存在数值阻

尼[10]）。时间步长取 0.000 5 s，采用不同的动力系数，

可以得到测点 C 的位移-时程曲线，如图 7 所示。

由图可知，当动力系数为 1，DDA在求解过程中基

本不存在数值阻尼，其模拟结果与无阻尼共振理论

解一致，随着时间的增长，位移振幅不断增大；当

动力系数减小，在黏性阻尼作用下瞬态振动项不断

衰减，最终趋于稳态，且块体 A的稳定振幅越来越

小。 

 

 

图 7  不同动力系数下测点 C的位移时程曲线 
Fig.7  Displacement-time curve of point C at  

different dynamic coefficients 
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由式（15）可求得各动力系数下的阻尼比，再

通过式（19）得到对应阻尼比下的理论解。由图 8

可知，DDA模拟结果与理论解基本一致，这证明了

动力系数与阻尼比的转化公式的正确性。 

 

 

(a)  =0.012 5 

 

(b)  =0.025 

图 8  不同阻尼比下 DDA计算值与理论解的对比图 
Fig.8  Comparison between DDA result and theoretical 

solution at different damping ratios 

 

6.2.2 数值阻尼 
不考虑黏性阻尼（即动力系数取 1），采用常加

速度积分方式，取不同的时间步长，可以得到块体

A的运动过程。 

采用式（16）计算 DDA 数值阻尼比大小，如

图 9所示为阻尼比约 0.012 5（时间步长为 0.000 5 s）

和 0.025 0（时间步长为 0.001 s）时，测点 C位移-

时程的 DDA 模拟结果与理论解的对比图。分析可

知，DDA 计算值与对应阻尼比下的理论解基本一

致，证明了 DDA数值阻尼比公式计算的正确性。 

6.2.3 阻尼共同作用 
在 DDA 中同时考虑黏性阻尼和数值阻尼：采

用常加速度积分方式，取时间步为 0.000 5 s；取动

力系数为 0.998 75、0.997 50两种工况。利用式（17），

计算其总阻尼比分别为 0.025 0、0.037 5。如图 10

所示，对比 DDA计算值与理论解，二者基本一致，

证明了数值阻尼和黏性阻尼共同作用下 DDA 计算

的正确性。 

 

(a)  =0.012 5 

 

(b)  =0.025 

图 9  不同阻尼比下 DDA计算值与理论解的对比图 
Fig.9  Comparison between DDA result and theoretical 

solution at different damping ratios 

 

 
(a)  =0.025 

 
(b)  =0.037 5 

图 10  不同阻尼比下 DDA计算值与理论解的对比图 
Fig.10  Comparison between DDA result and theoretical 

solution at different damping ratios 
 

7  结  论 

（1）根据动力学中的黏性阻尼理论，获得了

DDA 中黏性阻尼比的计算公式。总结并探讨了

DDA数值阻尼的分区、阻尼比计算等问题。通过谐
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振激励下块体振动的 DDA 算例，证明了本文推导

的黏性、数值阻尼比公式的正确性。 

（2）DDA中的阻尼理论与算例都表明：黏性阻

尼对低频的衰减作用明显，数值阻尼则可以很快消

除高频干扰；黏性与数值阻尼的联合作用降低了阻

尼的频率相关性，而且联合阻尼可消除高频，防止

DDA中罚函数在处理接触问题时出现振荡。 

本文的研究成果为 DDA 的振动、波动等[1920]

动力计算的阻尼取值提供了理论依据。 
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