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基于方位离散线性化的上限原理有限元法 
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（中国科学院武汉岩土力学研究所 岩土力学与工程国家重点实验室，湖北 武汉 430071） 

 

摘  要：上限原理有限元法不仅可以得到边坡的安全系数，还可以给出临界滑动面，且具有比极限平衡法更严谨的理论基础，

因此，拥有更广阔的应用前景。针对传统的上限有限元法不能考虑强度各向异性的问题，提出了一种新的摩尔-库仑屈服面

线性化方法。该方法在对方位角离散化的基础上，建立了线性化的方位离散塑性流动约束方程，丰富了基于线性规划的上限

法理论。两个算例结果表明：该方法可以稳定地从极限解的上方收敛；且对边坡进行稳定性分析，若忽略了边坡的强度各向

异性，则会高估边坡的稳定性，得到较大的安全系数。 
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An upper-bound limit finite element method based on  
linearized spatial discretization 
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( State Key Laboratory of Geomechanics and Geotechnical Engineering, Institute of Rock and Soil Mechanics, 

Chinese Academy of Sciences, Wuhan, Hubei 430071, China) 

 

Abstract: With a theoretical basis more rigorous than the limit equilibrium method, the upper-bound limit finite element method can 

be used to determine not only the safety factor of slope but also the critical slip surface so that it will have a broad prospect of 

application. To remove the limitation that the traditional upper-bound limit finite element method cannot address the effect of 

heterogeneity, a new Mohr-Coulomb yield surface linearization method is proposed herein, based on the linearized spatial 

discretization. Within this context, the linearized constraint equations for plastic flow are developed, which enriches the upper-bound 

limit method based on linear programming and lays a solid foundation for the application of linear programming technics to the 

upper-bound limit analysis. Two examples are analyzed, showing that the proposed method stably yields a convergent solution from 

above the upper-bound solution. In analyzing the stability of a slope, if the strength anisotropy is ignored, the factor of safety is 

overestimated, resulting in a larger factor of safety of the slope. 

Keywords: upper bound finite element method; spatial discretization; anisotropy; linear programming 
 

1  引  言 

塑性极限分析由于具有清楚的物理意义和严

密的理论基础，已经成为众多岩土工程领域的有效

研究手段。相对下限法的应力场，上限法速度场更

易构造，且由于其可得到边坡临界状态的滑动失稳

面，具有更广阔的应用前景。 

目前，上限法的实现途径主要有两种。第 1种

是预先假定破坏模式，最后通过数学优化得到上限

解，如 Chen[1]提出了一种用于求解二维边坡旋转破

坏的上限解方法，滑裂面仅限于对数螺旋曲线，并

利用解析方法寻求边坡上限解；Michalowski[2]建议

采用与传统的极限平衡法类似的破坏机构，即将滑

体离散成为一系列垂直的条块，在相关联流动法则

的理论框架下，对所有条块构造一个许可的速度场，

然后根据功能平衡方程，迭代求解边坡的安全系数；

陈祖煜等[3]推出了基于斜条分思想的斜条分上限解

法，并在 2000年，将塑性极限的求解范围从二维扩

大到三维，对小湾高拱坝的稳定性进行了三维极限

分析[4－5]等。此类方法虽然直观明了，对特定问题

的研究十分有效，但当模型边界条件复杂时，破坏

模式将难以构建。 
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第 2种是结合有限元、边界元、无网格法等数

值计算方法离散系统构建速度场，其中有限元则是

最常用的离散手段。此类方法不需要事先假设破坏

模式，可考虑复杂的边界条件和不同的力学参数，

通过数学规划自动搜索出破坏方式，从而得到上限

解。由于此种方法是对整个系统进行离散，变量较

多，若最终数学模型为非线性规划，那么求解过程

将相当耗时。Sloan[6－7]采用外切多边形对屈服函数

进行逼近，实现了上限法的线性化，随后许多学者

采用这一思路对上限有限元法展开了研究[8－12]。该

方法虽然随着外切正多边形边数的增加，可很好地

展现出数值解从上方逼近真实值的性质，但却难以

考虑材料的各向异性。针对此问题，本文从空间方

位出发，对于任意应力点建立基于方位离散的线性

化 Mohr-Coulomb 塑性流动方程，为各向异性的上

限法分析打下基础，并采用两个算例验证了本文方

法的正确性和优势。 

2  上限定理 

将在所求区域 V内满足几何相容条件、位移边

界 ST上满足速度边界条件的速度场称为机动场，也

称容许速度场。受力体内存在无数个机动场，但所

有与机动场对应的外荷载一定不小于真实的外荷

载。因为外荷载位于极限解的上侧，故称满足速度

容许的外荷载为上限解。显然，上限问题可归结为

一个数学规划问题，即在所有的几何容许速度场中

寻找一速度场使其对应的极限荷载最小。 

3  基于方位离散的塑性流动约束方程 

上限法要求受力体满足相关联流动法则和速

度相容条件，对平面应变条件下的理想弹塑性体，

相关流动法则表示为 
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式中：F 为塑性势函数；为塑性乘子；、分
别为应变和应力；u、v 分别为 x、y 方向的速度。

为了利用高效的线性规划求解，需要形成节点速度

和塑性乘子之间的线性关系，并将屈服函数线性化，

下面来详细介绍基于方位离散的线性化塑性流动约

束方程的推导过程。 

平面问题中的任意应力点对应的摩尔应力圆

如图 1所示，把方位角以 x轴为基准，从 0到 π分

成 n等份，则第 k个离散方位与 x轴的夹角为 
π

k k
n

                 （2） 

 

 
图 1  摩尔应力圆的离散 

Fig.1  Discretization of Mohr stress circle 

 

对应到摩尔应力圆中相应的角度则是
2π

k
n
，该方位 

平面外法线向量和切向向量分别为 

   cos sin , sin cosk k k k   n = t =   （3） 

设此点的应力张量为 

x xy

xy y

 
 
 

  
 

               （4） 

则该方位平面上的正应力和剪应力分别为 
T 2 2

n cos sin 2 sinx k xy k y k            n n （5） 

T 1 1
sin 2 sin 2 cos 2

2 2x k y k xy k             t n

                                        （6） 
显然， n 和 是关于 x 、 y 和 xy 的线性函数。 

该方位平面上的Mohr-Coulomb屈服准则为 

n n( , ) tank k kF c                （7） 

式中： k 和 kc 为该方位平面上的摩擦角和黏聚力。 

将式（5）、（6）代入式（7），则形成了每个离

散方位上的屈服条件。在全部方位的[0，2π]区间上，

可以得到 2n个线性化的屈服函数： 

1,2,3....2i i x i y i xy iF M N P c i n      ，   （8） 

式中：ci为第 i个方位上的黏聚力。 

且当 i=2k-1时（k=1,2…n）： 

2
2 1

2
2 1

2 1

1
tan cos sin 2

2
1

tan sin sin 2
2

tan sin 2 cos 2

k k k k

k k k k

k k k k

M

N

P

  

  

  







  

  


  

      （9）

 

当 i=2k时（k=1,2…n）： 
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传统的 Sloan[6]方法中对屈服面的线性化是通

过外切多边形进行逼近，应力点位于屈服面上或屈

服面外，等于说是把整个屈服强度提高了，才会符

合上限的要求，如图 2所示，其中 p表示外切多边

形边数。 
 

 
图 2  传统的屈服面线性化方法 

Fig.2  Traditional yield surface linearization method 
 

本文采用的方位离散线性化方法，任意一个摩

尔圆与屈服线 F只存在两种关系：相切或相交，如

图 3所示。我们知道，一个摩尔圆相当于应力空间 
 

 
(a) 屈服线与离散点相切 

 
(b) 屈服线与离散点相交 

 
图 3  屈服线与方位离散点的关系 

Fig.3  Relationship of the yield line and azimuth  
discrete points 

中的一个点，当相切时（见图 3(a)），该应力状态正

好位于屈服面上，对应于 Sloan 方法中外切线与屈

服圆相切的点（图 2中 A点）；当相交时（见图 3(b)），

处于屈服状态，则应力状态位于屈服面外，对应于

Sloan方法中屈服圆以外的某一点（图 2中 B点）。

随着方位离散点数量的增多，位于屈服面外的应力

状态会减少，所有应力点从上方逼近屈服面，与

Sloan的屈服面逼近方法有着异曲同工之妙，因此，

这两种情况均严格满足上限性质。 

用 2n个线性化的方程代替屈服函数，代入式

（1），即可得基于方位离散的塑性流动约束方程为 
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本文计算区域采用四边形网格离散，如式（12）， 

与三角形网格不同，得到的速度场并不是空间坐标

的线性函数，而是双线性性质的函数。 
4
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              （12） 

式中：ui和 vi是四边形单元节点 i的速度分量；Ni

为节点 i的形函数。将式（12）代入式（11），可得

到用矩阵表达的流动方程，显然，它并不是单元节

点速度的线性方程，不过可以对其两端在单元上进

行积分，使其在单元意义上满足流动方程，从而得

到线性化流动方程的弱形式： 

11 1 12 2A X A X            （13） 

式中： 

11

1 1
d

ee e A
A

A A
  A B B ；  1 1 1 2 2 3 3 4 4u v u v u v u v X ；

1 2 3 2
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A ； 2 1 2 3 2... n       
   X ； 

B为应变矩阵；Ae为四边形单元面积。 

4  其他约束条件 

4.1  速度间断线约束 

假定速度不连续位于两个相邻单元的公共边



F τ 

k 

k-1

σ

F τ 

k

A 

Bx2+y2=R2 

y=2τxy 

(p=6) 

x=(x-y)

摩尔-库仑屈服面 

线性化摩尔-库仑屈服面

R=2ccosφ-(x+y)sin
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上，对于 Mohr-Coulomb 屈服准则，速度间断线上

的法向和切线相对速度∆v和∆u需满足： 

tanv u               （14） 

按照文献[7]的方法，对每对速度间断点引入一

对非负变量 u＋和 u－，令： 

( ) tanij ij ij ij ij iju u u v u u         ，     （15） 

将式（15）代入式（14），则有 

21 1 23 3A X A X             （16） 

式中： 2 2 2 2
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； 3 12 12 34 34[ ]'u u u u   X ；nx和 ny为速 

度间断线法向量 n的分量。 

4.2  速度边界条件 

设 n为一速度边界的法向量，nx和 ny为其分量，

已知该边界上的切向和法向速度分别为u 和 v ，则

该边界上的节点 i的速度分量需满足： 

31 1 A X G             （17） 

式中： 31

x y

y x

n n

n n

 
   

A ； 1 [ ]i iu v X ； [ ]u v G 。 

4.3 外部功率与内部功率耗散 

4.3.1 内功功率 

内功功率是指应力分量在相应的应变增量上

所做的功，又称内功耗散率。 

（1）单元内部内功功率 

对于每个四边形单元，其内部相应的耗散功率

为 

c ( )d
e x x y y xy xyA

P A               （18） 

将式（11）代入式（18）并利用 Fk = 0，可得 
2

e
c

1

n

i i
i

P A c


              （19） 

将式（19）写成矩阵形式即为 
T

c 2 2P  C X              （20） 

式中： T e
2 1 2 2[1 1 ...1 ...1 ]i nAC ； 2 1 1 2 2[ ...c c   X  

2 2... ]i i n nc c    。 

（2）速度间断线上内功功率 

每条速度间断线上，由于塑性剪切产生的耗散

能为 

d d
l

P c u l             （21） 

式中：l 为间断线长度； c为每条速度间断线方位
上的黏聚力。 

令 u =u＋+u－，代入式（21）并写成矩阵形式可得 
T

d 3 3P  C X              （22） 

式中： T
3 0.5 [1 1 1 1]c lC ； 3 12 12 34 34[ ]u u u u    X 。 

4.3.2 外部功率 

外部功率是指节点荷载（外荷载等效移植）在

节点速度上做的功，写成矩阵形式为 
T

w 1 1P  C X              （23） 

式中：  1 1 1 2 2 ... m mu v u v u v X 为节点速

度向量； T
1 1 1 2 2 ...x y x y xm ymp p p p p p   C  

为节点荷载向量；m为节点总数。 

5  线性规划模型 

设超载系数为 K，当外功功率仅考虑体力时，

则上限有限元法的目标函数为 
T T T
2 2 3 3 1 1Min : ( ) /K  C X C X C X      （24） 

由于我们求解的是破坏时结构的破坏形式，它仅与

1X 的相对大小有关，因此令： 
T
1 1 1C X              （25） 

此时整个求解区域的上限有限元法线性规划模型为 

T T
2 2 3 3Min : K  C X C X         （26） 

11 1 12 2

21 1 23 3

31 1

1 1

2

3
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1

0

0

T

 
 
 







≥

≥

A X A X
A X A X
A X G
C X
X
X

       （27） 

6  算例分析 

6.1  各向同性边坡 

本算例取自文献[13]，是一个典型的公路边坡。

边坡断面尺寸如图 4所示，包含两种土层，材料参

数如表 1，采用三角形和四边形的网格划分如图 5、

6所示。本文采用文献[14]中所建议的方法，即求解

超载系数为 1时的强度折减系数。 

本算例极限平衡 Spencer 法得到的安全系数为

1.41，文献[15]基于强度折减有限元计算出的安全系

数为 1.43。采用文献[6]所建议的外接屈服圆线性化

方法，并取边数为 15时，采用四边形网格计算的上

限强度折减安全系数 Fs=1.438。若采用本文的方位

离散线性化方法，取不同数量离散点时安全系数如
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表 2和图 6所示。 

 

 
图 4  算例 1计算剖面（单位：m） 
Fig.4  Profile of example 1(unit：m) 

 
表 1  算例 1物理力学参数 

Table 1  Physico-mechanical parameters of example 1 
岩性 γ/(kN/m3) c/kPa φ/(°) 

土层 1 24 34 26 
土层 2 25 39 35 

 

 
图 5  算例 1三角形网格划分 

Fig.5  Triangle meshing of example 1 
 

 
图 6  算例 1四边形网格划分 

Fig.6  Quadrilateral meshing of example 1 
 

表 2  不同离散方位数时的安全系数 
Table 2  Safety factors for different numbers of  

discrete points 
方位离散点数 N N=4 N=8 N=12 N=16 N=20 

三角形网格 Fs 1.922 1.574 1.476 1.463 1.459 
四边形网格 Fs 1.734 1.479 1.445 1.436 1.433 

 

从表 2可以看到，基于方位离散的上限法从上方

逼近真实解，可以很好地保证解的上限性质。当方位

离散点数N=16时与用Sloan方法外切15边形屈服面

的安全系数结果几乎相同，说明了本文方法的正确

性。图 8为 N=20时，基于四边形网格的边坡速度矢

量图，从图中可清晰地看出临界滑动面的位置。 

 
图 7  方位离散点数 N与安全系数 Fs的关系 

Fig.7  Relationships between N and Fs 

 

 

图 8  算例 1边坡临界速度场 
Fig.8  Critical velocity field of example 1 

 

6.2 各向异性边坡 

本算例的模型取自文献[16]，为经典边坡考核

题，坡高为 10 m，坡比为 1:2，底部固定约束，两

侧法向约束，边坡网格划分如图 9所示。土体参数

为 γ=20 kN/m3，φ=19.6o，c=3 kPa。为了考虑各向

异性，本文对黏聚力采用如下的关系[17]： 
2

h v h( )sinc c c c             （28） 

式中：cv为垂直方向黏聚力，cv＝3 kPa；ch为水平

方向黏聚力；θ指黏聚力c 所在的平面与水平面的
夹角。 

设各向异性系数 K为 

h

v

c
K

c
                （29） 

代入式（28）则可得： 

2
v[ (1 )sin ]c c K K          （30） 

由上式可知，当 K=1时，则退化成为各向同性材料。 

不同 K取值时，运用本文方法得到的边坡安全

系数如表 3和图 10所示。 

本算例由于 cv较小，导致强度各向异性对安全

系数的影响不明显，从表 3可知，随着各向异性系

数 K的增大，安全系数 Fs也缓慢变大。众所周知，

长期的沉淀过程导致土颗粒的定向排列，土在固结

方向（垂向）的强度要高于其他方向，K 通常是小
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于 1的，若假设土体为强度各向同性材料，则求出

的安全系数偏大，这等于高估了边坡的稳定性，且

黏聚力越大，高估的幅度越大，所以对于较大黏聚

力的边坡，考虑各向异性将显得尤为重要。图 11

为 K=0.7时的边坡失稳速度场，从图中可以看出边

坡的临界滑动面。 
 

 
图 9  算例 2网格划分 

Fig.9  Meshing of example 2 
 

表 3  不同各向异性系数 K时的安全系数 
Table 3  Safety factors Fs of different anisotropy 

coefficients K 

各向异性系数 K 0.5 0.7 1.0 1.3 1.5 

安全系数 Fs 0.936 0.977 1.025 1.064 1.085 

 

 
图 10  各向异性系数 K与安全系数 Fs的关系曲线 

Fig.10  Relationship between K and Fs 
 

 
图 11  算例 2临界速度场 

Fig.11  Critical velocity field of example 2 
 

7  结  论 

（1）通过对方位角进行有限离散，得到了线性

化的基于方位离散的塑性流动约束方程，建立了基

于线性规划的可考虑各向异性的上限有限元理论。

算例证明，本文方法可稳定地从上方逼近真实解，

且具有与传统上限法相同的收敛性。 

（2）在长期的沉积过程中形成的真实工程边坡，

具有强度各向异性的性质，垂直方向的黏聚力要大于 

水平方向，但绝大部分的数值分析方法为了简单起

见，均是将其当作各向同性材料进行求解，这就造  

成了求得的安全系数偏大，高估边坡的稳定性，给工

程形成一定的安全隐患。所以正确地考虑边坡的各 

向异性特性也是岩土工程一个重要的研究方向。 

（3）对于节理岩体引起的黏聚力和摩擦角的各

向异性，本文所构造法方法也可以很容易地处理。 
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