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摘要：针对剑桥模型不适用于超固结土和结构性土的局限性，引入上下加载面模型以描述 Boom clay的结构性；

基于 Boom clay的屈服面的特点，通过修改能量耗散函数对上下加载面的形状进行了修正，构造一个更好地反映

其特性的弹塑性模型；以有限元程序 ABAQUS的 UMAT子程序接口为平台，采用隐式积分算法——最近点映射

法(closest point projection method，CPPM)实现了模型的二次开发；最后利用该模型对不同围压下的 Boom clay不

排水三轴试验进行了模拟，并将该模型的计算结果与修正剑桥模型的计算结果以及试验实测结果进行比较，结果

表明，该模型能较好地反映 Boom clay在剪切过程中的结构性演化，且在一定程度上纠正了常规上下加载面模型

高估重超固结土峰值强度而低估正常固结土和轻超固结土峰值强度的问题。
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A MODIFIED SUPER-SUBLOADING SURFACE MODEL BASED ON
ENERGY DISSIPATION FOR BOOM CLAY AND ITS NUMERICAL

IMPLEMENTATION
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Abstract：Due to the limitation of modified Cam-clay model，which cannot depict the over consolidated or
structured clay，the concept of super-subloading surface was introduced to describe the destruction of Boom clay.
According to the characteristics of the yield surface of Boom clay， the super-subloading surface model was
modified based on energy dissipation. Adopting the closest point projection method(CPPM) ， the UMAT

subroutine of the developed model was implemented in the finite element modeling code ABAQUS. With the
developed model and the modified Cam-clay model，numerical simulations to the undrained triaxial compression

tests on Boom clay under the different confining pressures were performed. The simulated results with two
different models were compared with the test results. It was shown that the developed model depicted the
destruction process of Boom clay during shearing and the peak strength of over consolidated clay decreased in
compared with the super-sub loading surface model.
Key words： soil mechanics； super-subloading surface； energy dissipation； over consolidation； structure
characteristics；stress iteration algorithm
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1 引 言

Boom clay地层是属第三系鲁珀利组的沉积黏

土，主要分布在比利时东北部。由于 Boom clay化

学上的稳定，具有良好的核素滞留能力和极低的渗

透性、以及遇水自愈合等有利性质，并且在地层厚

度和均质性方面满足需要，被选为比利时的核废料

地质处置场址[1]。比利时核研究中心建立了 HADES

地下实验室，对 Boom clay的特性进行了大量现场

试验和室内试验[2]。

G. Baldi等[3-4]总结了大量 Boom clay的三轴排

水/不排水压缩试验数据，将其在屈服点绘于 p-q平

面上，得到 Boom clay的屈服面[3]如图 1所示。从

图中可以明显看出，修正剑桥模型的椭圆形屈服面

与 Boom clay的屈服面存在较大的差别，高估了重

超固结 Boom clay的强度而低估了轻超固结土的强

度。对此，G. Baldi等[3]建议采用帽盖模型作为 Boom

clay的屈服面。然而帽盖模型由于具有参数多、数

值实现复杂、收敛性差等问题，实际使用非常困难。

p/MPa

图 1 Boom clay在 p-q平面上的屈服面[3]

Fig.1 Yield surface of Boom clay on p-q plane[3]

I. F. Collin与 P. A. Kelly[5]基于能量耗散函数，

建立了模型。该模型严格满足热力学定律，结合
了修正剑桥模型和线性摩擦模型的优点，引入了一

个形状参数，很大程度上纠正了修正剑桥模型高
估超固结土强度的问题[6-7]。因此采用模型能更好
地描述 Boom clay的屈服面。

而另一方面，Boom clay又是一种具有较强结

构性的黏土[8]。结构性土由于其内部的联结结构的

作用，其应力–应变特性与重塑土有较大区别[9]。

剑桥模型和模型均无法描述结构性黏土的应力–
应变特性。K. Hashiguchi和M. Ueno[10]在 1977年提

出了下加载面模型，该模型可以考虑超固结土在加

载过程的塑性累积过程；A. Asaoka等[11]于 2000年

在下加载面模型的基础上提出了上加载面的概念，

以描述加载过程中因原状土的结构性的演化所造成

的复杂应力–应变特性。上、下加载面相结合，可

以通过引入较少几个具有明确物理意义的参数，描

述不同类型土的力学特性，因此该模型得到了广泛

的接受和采用；袁克阔等[8，12]建立了考虑黏聚力和

拉压不等效应的上下加载面剑桥模型，并在此基础

上建立了 Boom clay的蠕变模型；B. Ye等[13]建立

了一个可以考虑沙土在液化过程中应力诱导各向

异性演化上下加载面模型；罗爱忠等[14]采用上下加

载面模型描述了结构性黄土的应力–应变特性。

为了结合上下加载面模型和模型的优点，更

好地模拟超固结结构性土复杂的应力–应变特性，

基于能量耗散对上下加载面模型进行了修正，建立

了一个能较好描述超固结结构性土和土体拉压异性

的本构模型。以大型有限元软件 ABAQUS为平台，

采 用最 近 点 映 射 算 法 (closest point projection

method， CPPM)，编制了模型的 UMAT本构程序。

通过对不同超固结比下的排水三轴/不排水试验进

行数值模拟，验证了模型的合理性和程序的可靠性。

2 基于能量耗散修正的上下加载面

剑桥模型

2.1 上下加载面的定义及特点

自然界中的土在形成过程中由于其复杂的应力

历史和物理化学过程形成土的结构性[9]。结构性土

由于其内部的联结结构，强度往往高于重塑土。

为了能描述超固结结构性土的强度，上下加载

面模型在剑桥模型的基础上引入超固结状态参数

R和结构性状态参数 *R ，并由此得到 2个物理曲

面：代表当前应力状态的下加载面[10]，以及代表结

构性强度的上加载面[11]。3个物理曲面几何相似，

上加载面与正常屈服面的比例为结构性参数 *R ，上

加载面与下加载面之间的比例为超固结状态参数

R。若考虑抗拉强度，上下加载面模型可以用图 2

表示。图中，(p，q)为当前应力状态；(pn，qn)与(ps，

qs)分别为对应于正常屈服面和上加载面的应力点；

ts为抗拉强度；tss，tos分别为 ts在上、下加载面对应

的点；pc为先期固结压力；psc，poc分别为其在上、

下加载面对应的点。

q/
M

P
a
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图 2 考虑抗拉强度时的上下加载面模型示意图

Fig.2 Sketch of super-subloading surface model considering

tensile strength

超固结状态参数 R与结构性状态参数 *R 分别

定义为

oc os

s s sc ss

nc ns* *n n

s s sc ss

  ( 1)

  ( 1)

    


    

0≤ ≤

0≤ ≤

p tp q
R R

p q p t

p tp q
R R

p q p t

(1)

当土的应力发生变化时，下加载面随之移动，

超固结状态参数 R随之发生变化。土的结构性在加

载过程中会因为扰动而逐渐消失，与之对应的结构

性参数 *R 会随着塑性应变的累积而逐渐趋于 1，上

加载面逐渐与正常屈服面重合。

需要指出的是，3个屈服面的相似中心必须为

原点，詹云刚等[6，8]将相似中心选为( st ，0)，此时

有

oc s s

s sc s s s

 
  

 
p t p tq

R
q p t p t

(2)

这样不仅失去了 R反映超固结比的物理意义，

而且在 p＜0时，可能会发生下负荷屈服面全部处于

轴左侧的情况，这将导致能量耗散为负值的情况，

显然不符合热力学第二定律。

常规的上下加载面模型的正常屈服面采用修正

剑桥模型的屈服面，显然也存在高估重超固结土的峰

值强度低估正常固结土和轻超固结土的峰值强度的

问题，因此有必要对其屈服面的形状进行合理修正。

2.2 基于模型改进的上下加载面模型
I. F. Collins 和 P. A. Kelly[5]提出将修正剑桥模

型的能量耗散势函数增量修改为

cp p p 2 p 2
v v( ) ( )

2

p
e e e M e             (3a)

其中，

c2(1 ) /     p p (3b)

式中： 为背应力(back stress)，代表屈服面的“中

心”[15]， c / 2  p ；为对应 q的耗散应力， q  ；
p
ve ， p

e 分别为对应于剪切空间内的塑性体积应变和

塑性剪切应变；M为临界状态线斜率； 为模型常
数，且有 0 1≤ ≤ 。

将式(3a)进行 Legendre变换得到耗散空间内的

屈服函数为
2
c2 2 2 2+ 0

4

p
qf M   

 
   

 
(4)

转换到真实应力空间的屈服函数为

2

2 2
c

c

2(1 )
( )+ 0


 

    
 

p
f M p p p q

p
(5)

上述模型被称为 模型，参数 取不同的值
时，屈服面在子午面上的轨迹如图 3所示，从图中

可见： 1  时模型退化为修正剑桥模型，其屈服面
为一椭圆； 1＜ 时该模型在很大程度上纠正了修正
剑桥模型高估重超固结土强度而低估轻超固结土强

度的问题[6-7]。

图 3 模型的屈服面

Fig.3 Yield surface of  model

将 模型引入上下加载面模型，则下加载面的
背应力应为

* sc( =
2

)
R

p
R

t  (6)

将能量耗散函数改写为

p p
v γ    W e e      

p 2 2 2 2 p 2
n v* s γnc ) ( ) ( )

2
)( (

R
p

R
t e M g e     (7a)

其中，

s

c s

(1 )
p t

p t
  


  


(7b)

2
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3 sin

3 sin








(7d)

式中： 为 Lode角，为内摩擦角。

经 Legendre变换得到下加载面的表达式为

c
2 2 2

*s *
2

s= ( ) 0f M g p t p
R

p
R R

q
R         

  
(8)

相应地可得到正常屈服面的表达式为

2 2 2 2
s c= ( ) ( )( ) 0     f M g p t qpp (9)

上加载面的表达式为

c* *
2 2 2 2

u s= ( ) 0
1 1

f M g p t p p
R

q
R

         
  

(10)

修正后的上下加载面模型在子午面和 平面上

的屈服面如图 4所示，从图中可见，该模型既保留

了上下加载面模型描述结构性土的特点，又结合了

 模型描述超固结土强度的优势，同时还能考虑土
的拉压异性。

(a) 子午面上的屈服面

(b) 平面上的屈服面

图 4 修正的上下加载面模型在子午面和π平面上的形状

Fig.4 Yield surfaces of the modified super-subloading surface

model on meridian plane and π plane

2.3 弹性应力–应变关系

采用多孔介质非线性弹性模型，体积弹性模量

K和剪切模量 G分别为

1

2

1

3(1 2 )

2(1 )

e
K p C p

G K C K





   


  
 

(11a)

其中，

1

2

1

3(1 2 )

2(1 )





  


 
 

e
C

C

(11b)

式中：e为孔隙比，为压缩指数， 为泊松比。

则弹性应力–应变关系可以写为

p  s   (12a)

其中，

e e
v 1 vp K C p    (12b)

e
1 22C C ps = e  (12c)

式中： 为 Kronecker算子，s为偏应力张量， e
v 为

弹性体积应变， ee 为偏应变张量。
2.4 塑性流动规律

在耗散空间内由正交条件可得

sp 2 2 2 2
v nsnc*

d d 2d d )(
f

M M t
R

p
R

      





  


(13)

sp
*

d d 2d 2d
Rf

q
R

   



  


(14)

式中： p
v 为塑性体应变，

p 为塑性等效剪应变，

为塑性乘子。

显然，本模型的流动法则并非关联流动。正因

为如此，在屈服面形状发生改变之后，依然保留了

剑桥模型在临界状态线上体积不变的重要性质。

2.5 塑性硬化规律

上下加载面模型共有 3个硬化参数，分别为 pc，

R和 *R ，其中 pc的演化规律与剑桥模型相同：

p
c 3 c vd dp C p (15a)

其中，

0
3

1 e
C

 





(15b)

式中： 为回弹指数，e0为初始孔隙比。

而 R和 *R 的演化规律采用 K. Hashiguchi等[10-11]

建议的形式：
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p
3

* * * p
3

ln

[1 ( )

d d
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a

R C Mm R e

R C MR R e
(16)

式中：m与 a为模型参数。值得注意的是，卸载过

程虽然纯弹性的，但参数 R会随着应力状态改变而

发生变化。

3 模型在 ABAQUS中的数值实现

3.1 应力–应变关系在增量步上的积分

对于采用多孔介质弹性的弹塑性本构模型，弹

性模量在每个增量步中是一个变化的量。更新应力

需对应力–应变关系在增量步上积分：

1 1 1 ( ) +n n n n np p p        s s s   (17)

其中，

1 1e e
v 1 vd d  

   
n n

n n

t t

t t
p K t C p t  (18)

1 1e e
1 2d d

 
   

n n

n n

t t

t t
G t C C p ts e e  (19)

一种处理方法是在增量步内采用 n 处的切线
弹性模量[6，8]，如图 5(a)所示，可表示为

1 1e e
1 v 1 vd d  

   
n n

n n

t t
n

t t
p C p t p C t  (20)

1 1e e
1 2 1 2d d

 
   

n n

n n

t t
n

t t
C C p t p C C ts e e  (21)

这种算法相对简单，易于编程实施，但是会造

成较大误差积累[16]。

R. I. Borja[17]提出了一种采用割线弹模的算法

(见图 5(b))，可以得到精确的计算结果。在小应变

的情况下，同一个增量内的孔隙比 e变化很小，在

增量步将其内当成常数处理对算法的精度的影响可

以忽略。将式(12b)在增量步内积分可得

e
1 v1 eCn np p   (22)

得到割线体积模量为

e
1 v

e
1 v

(e 1)Cnp
K

C





 



(23)

进而得到割线剪切模量为

e
1 v

2
2 e

1 v

(e 1)CnC p
G C K

C





 
 


(24)

偏应力增量为
e  Gs e (25)

(a) 采用切线模量[16]

(b) 采用割线模量[13]

图 5 采用切线模量进行弹性计算和采用割线模量进行

计算的最近点映射算法示意图

Fig.5 Sketch of procedure of closest point projection method

with the tangent and the secant elastic moduli

将式(25)代入式(17)即可得到

e
1 v1 ee +Cn n np G   s e  (26)

采用这种积分方法在增量步取得较大的情况下

仍然可以得到比较精确的结果，因此本文采用这种

应力积分算法。

3.2 最近点映射算法

最近点映射算法(closest point projection method，

CPPM)是一种隐式向后欧拉应力积分算法，该算法

首先假设应变增量全是弹性的，得到一个弹性试探

应力，若该试探应力超出了屈服面则通过塑性修正

迭代将应力拉回屈服面，因其总是在屈服面上找到

距离试探应力最近的一点而得名[18]。

算法的关键在于当应力超出屈服面时，通过求

解控制方程组得到应力、内变量与塑性应变增量。

对于最近点迭代法，塑性应变增量 p 可表示
为

1

p 1

n

nf



 



 

       
r


(27a)

其中，

/  fr =  (27b)

式中：  为耗散应力。增量步结束时的应力为
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1 2 + en n
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其中，
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硬化参数的演化方程为

1
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为了表述方便，将其写成如下形式：

1 1= +  n n ns  (32a)

其中，

  s =  (32b)

式中： 为硬化参数。在塑性流动过程中，有
1 1

s ( ) 0  ，n nf   (33)

式(28)，(32a)，(33)构成了最近点迭代法的控制

方程组，可采用 Newton-Raphson迭代法求解，其残

差方程为

1
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将其 Taylor展开，写成矩阵形式为
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求解方程组式(35)得
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其中，

1 R P QK H (48)

1 1    n J EK H n EK H (49)

1 r T QK B (50)

应力积分算法遵循以下步骤：
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(1) 弹性试探

假设应变增量全部为弹性应变，则计算弹性试

探应力 trial 为

1 vtrial eCn np G   s e  (51)

其中，

1 v
2

1 v

(e 1)CnC p
G

C





 



(52)

(2) 检查屈服条件

将 trial ， n 代入屈服函数，检查是否已经达到

屈服状态。屈服函数计算式为

trail trail
s ( ) ， nf f   (53)

若 trail≤ ff TOL ( fTOL 为屈服函数容差)，则认

为没有达到屈服状态，更新应力 +1 trialn  ，根据
+1n 更新 +1nR ，转至步骤(6)；否则，转至步骤(3)。

(3) 预估塑性乘子 
Newton-Raphson迭代法并非无条件收敛，如果

迭代的初值选择不合理，可能会出现不收敛的情况。

为了尽量避免此种情况的发生，A. Anandarajah[18]

提出了先采用显式截平面法预测塑性乘子，再以此

为初值利用 Newton-Raphson迭代法得到精确结果。

预估的塑性乘子为
trail

T

Ts

=

+


 
  

fR

f
s n Rr



(54)

式中： trail
fR 为试算得到的残差。将  代入式(46)，

(47)得到 ， 。按式(28)，(31)更新 1n ， 1n 。

(4) 计算残差并检查收敛性
将 1n ， 1n ， 1  n 代入式(34)得 R，R， fR 。

判断收敛性，收敛准则为

1
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R
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式中：TOL， TOL 分别为应力和硬化参数的容差。

若满足式(55)，则计算已经收敛，否则进入步骤(5)。

(5) 塑性修正

根据式(45)～(47)计算  ， ， 。更新 1n ，
1n ， 1  n ：

1 1 +n n    
1 1 +n n    

1 1 +n n      

转至步骤(4)。

(6) 更新弹性应变、塑性应变、塑性应变、孔

隙比。

3.3 一致性切线模量的确定

J. C. Simo和 R. L. Taylor[19]证明了通过使用一

致性切线模量可以使有限元计算二阶收敛。采用最

近点映射算法可以得到精确的一致性切线模量。

将算法的控制方程式在 +1n 处进行微分：

T T
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0 0
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式中：C 为刚度矩阵。

解式(56)得
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 RC Rr   (58)

将式(57)代入式(58)得

T

constT 1 T

( )( )

+

 
   
 

Rr n RC
RC D

E K B n Rr
    (59)

式中： constD 为一致性切线模量。

3.4 UMAT子程序二次开发

ABAQUS 提供了以 FORTRAN 语言编写的

UMAT用户子程序接口，利用该接口，可以进行二

次开发，定义材料的本构关系。本模型的 UMAT

子程序算法如图 6所示。

计算，，
更新变量：

1 1

1 1

1 1
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n n

n n

  

  

  

 

 

 

    

  

  

获得n，n，

等参数

计算一致性切线模量，更新应力和弹塑性应变

是

否

是

否

开始调用

UMAT子程序

退出 UMAT

估算，并据此更新
n+1， n+1的值

trial ?ff TOL＜

?f

E TOL

E TOL

f TOL

 

 

＜

且 ＜

且 ＜

计算弹性预测应力
tr

1n  ，更新 1n  
tr

1n  ，计算屈服函数 f

图 6 UMAT子程序的流程图

Fig.6 Flow of subroutine for UMAT
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4 Boom clay的不排水三轴压缩试验

结果与仿真结果的对比

S. T. Horseman等[20]对Boom clay进行了三轴固

结不排水压缩试验。试验过程中，先将 Boom clay

完全饱和，再加载到设定围压值，最后关闭阀门，

对采用位移控制方式进行压缩试验。

为了检验模型的合理性，分别采取修正剑桥模

型、常规的上下加载面模型和本文修正的上下加载

面模型对 S. T. Horseman等[20]中 Boom clay的三轴

不排水压缩试验进行了模拟。模拟所采用的单元为

轴对称渗流应力耦合单元(CAX4RP)。模拟的过程

为：先在底部约束竖向的位移，在四周设置不排水

边界，然后施加围压达到应力平衡状态，最后采用

位移控制的方式进行加载。Boom clay的模型参数

通过反演获得，如表 2所示。

表 2 Boom clay的模型参数

Table 2 Model parameters of Boom clay

e0 λ κ μ M pc/MPa ts/MPa  R*

0.67 0.14 0.035 0.125 0.65 5.5 0.5 0.63 0.35

4.1 应力–应变曲线与超孔压变化规律

图 7，8给出了 3个模型计算得到的不同围压

(5.4，2.5和 0.9 MPa)下不排水三轴压缩试验的应

力–应变与超孔压的试验曲线与数值计算结果的对

比。从图中可以看出：

(1) 3个模型在达到临界状态时的偏压和超孔

压完全一致。这是因为采用上下加载面模型计算过

程中结构性参数R*与超固结参数R不断演化并逐渐

趋向于 1，此时模型退化为修正剑桥模型。而修正

的上下加载面模型采用非关联的流动法则，依然保

留了修正剑桥模型在临界状态线上体积不变的性

质。

(2) 上下加载面模型相比于修正剑桥模型能更

好地描述 Boom clay的应力峰值和应变软化等结构

性特点，由于结构性参数的演化的影响，采用上下

加载面模型计算得到的超孔压曲线存在先升高再降

低然后再次升高的趋势，并最终达到临界状态。

(3) 围压为 5.4 MPa时(OCR  1)，修正的上下

加载面模型的应力峰值高于常规的上下加载面模

1/%

(a) 围压为 5.4 MPa

1/%

(b) 围压为 2.5 MPa

1/%

(c) 围压为 0.9 MPa

图 7 不同围压下不排水三轴压缩试验的应力–应变试验

曲线与数值计算结果的对比

Fig.7 Comparisons of experimental results and numerical

results of undrained triaxial compression tests under

different confining pressures
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1/%

(b) 围压为 2.5 MPa

1/%

(c) 围压为 0.9 MPa

图 8 不同围压下不排水三轴压缩试验的超孔压试验

曲线与数值计算结果的对比

Fig.8 Comparisons of experimental and numerical excess

pore pressures in undrained triaxial compression tests

under different confining pressures

型，而且峰值出现得更晚。而在围压为 2.5和 0.9

MPa时采用修正上下加载面模型计算的峰值低于

常规的上下加载面模型。孔压的演化也与之类似。

显然经过修正的上下加载面模型的计算峰值与试验

实测的峰值更加接近。

4.2 加载过程中应力路径

图 9给出了 3个模型计算得到不排水三轴压缩

试验过程中的应力路径与试验实测的对比。从图中

可以看出，修正剑桥模型计算得到的应力路径与实

测结果相差较大，无法模拟 Boom clay的应力峰值；

常规的上下加载面模型大大高估了 0.9 MPa围压下

Boom clay的峰值强度，采用修正后的上下加载面

模型的峰值强度则明显下降。在 2.5 MPa的围压下，

本文所提出的模型峰值强度略低于常规上下加载面

模型，与试验曲线的吻合度依然较好。在 5.4 MPa

的围压下时(正常固结)，修正后的模型计算得到的

峰值强度则提高了很多，与试验结果更吻合。在上

述 3种情况下，修正后的上下加载面模型与常规模

型相比，其计算得到的应力路径与试验所得应力路

径更加吻合。

p/MPa

(a) 修正剑桥模型

p/MPa

(b) 常规上下加载面模型

p/MPa

(c) 基于能量耗散修正的上下加载面模型

图 9 不排水压缩过程中的应力路径与计算结果的对比

Fig.9 Comparisons of stress paths during undrained

compression process from experimental

and numerical results

5 结 论

本文对 Boom clay的本构模型开展了研究，将

模型引入到上下加载面模型中。既保留了上下加
载面模型描述结构性黏土的优点，又改正了其屈服

面。采用最近点映射算法 (CPPM)编制了模型的

UMAT子程序，实现了模型在 ABAQUS里的二次

开发。通过模拟处于不同超固结比下的 Boom clay

不排水三轴压缩试验，结果表明改进后的上下加载

面模型能更好地反映 Boom clay 的应力–应变特

性：一方面该模型能较好地描述 Boom clay结构性

特征，另一方面又在一定程度上纠正了常规的上下

加载面模型高估重超固结土的峰值强度而低估正常
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固结和轻超固结土强度的问题。将温度对结构性黏

土的应力–应变特性的影响加入该模型将是下一阶

段的工作。
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