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摘要：数值分析中的人工边界可能会引入虚假的反射波，不可避免地影响求解，针对非连续变形分析(DDA)方法中的

人工边界问题，首先，基于 Newmark法推导黏性边界、黏弹性边界对 DDA方程组的贡献；其次，为更好地解决地震

等外源入射问题，在 DDA中引入了自由场边界；最后，为保证静、动力分析过程转换时边界的一致性，在 DDA中实

现静动力统一边界。利用改进后的 DDA程序进行算例分析，结果表明：各人工边界理论在 DDA程序实施正确；黏性

边界能高效地吸收人工边界处的反射波，黏弹性边界可以反映介质的弹性恢复能力；与黏性边界相比，两侧施加自由

场边界模拟无限域运动可以减少边界的影响；引入统一人工边界的DDA可以完整地模拟静、动力计算全过程。 
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Abstract：The artificial boundaries in numerical analysis may introduce fictitious scattered waves，which 

inevitably affect the simulation results. The artificial boundary problem in the discontinuous deformation analysis 

(DDA) method had been investigated in detail. Firstly，the contributions to the DDA equations for nonreflecting 

boundaries(including the viscous boundary and the viscoelastic boundary) were deduced based on the Newmark 

method. Secondly，to accurately simulate the motion due to external source wave such as earthquakes，a free-field 

boundary in DDA was introduced. Lastly，the unified static-dynamic boundary was implemented in DDA to ensure 

the consistency of the transformation of the boundaries. The analysis of examples with the improved DDA 

program showed that each artificial boundary theory has been correctly implemented. The viscous boundary was 

found to be highly effective for the absorption of the reflection wave at the artificial boundaries，and the 

viscoelastic boundary adequately simulated the elastic recovery of the infinite domain. The DDA model with the 

free-field boundaries at both sides is better than that imposed by the viscous boundary. The DDA with the unified 

boundary can completely simulate the static and dynamic calculation process. 

Key words：numerical analysis；discontinuous deformation analysis(DDA)；artificial boundaries；viscous boundary；

viscoelastic boundary；free-field boundary；static-dynamic unified boundary        
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1  引  言 
 

G. H. Shi[1]提出的块体系统非连续变形分析

(discontinuous deformation analysis，简称 DDA)是一

种基于岩体介质非连续性的数值模拟方法。 

目前，DDA 方法中的边界处理主要采用自由端

和固定点的传统方式。G. H. Shi[1]在 DDA程序中采

用刚性弹簧强行固定边界块体，王书法等[2-3]采用施

加方向弹簧的方式，将其推广到一般的位移荷载边

界。 

对于一般的准静力问题，传统的边界处理方法

就能取得较好的计算精度。但是，对于无限域的动

力计算，散射波从计算区域内部穿过切取的人工边

界时，需要满足无反射条件。理论上，取足够大的

计算模型可以解决该问题[4]，但受限于计算机存储

量和计算效率，该方法在数值分析中往往难以实现。

因此，在波传播动力过程模拟中，一般的处理方法

是施加高效、准确的无反射边界。 

DDA 方法中的无反射边界最早用于处理爆破

问题。Y .Y. Jiao等[5]首先将黏性边界引入 DDA，在

块体边界上设置阻尼器。而 J. Gu和 Z. Y. Zhao[6]将

黏性阻尼器施加到边界的整个块体上，得到另一种

黏性边界。甯尤军等[7]在黏性边界的基础上，在DDA

中实现了叠加边界，并通过算例验证了叠加边界和黏

性边界对反射应力波的衰减作用。但是，H. R. Bao

等[8]证明了 DDA 方法中已有的黏性边界并没有达

到预期的吸收效果，其效率低于有限元中的黏性边

界[9]。 

为了使 DDA 方法更准确地模拟岩体工程的动

力响应过程，本文研究了 DDA 中的黏性边界、黏

弹性边界、自由场边界与统一人工边界。 

 
2  基于 Newmark 法的块体系统的运
动方程 
 
块体系统的运动条件可由拉格朗日函数表示： 

({ } { }) ({ }) ({ })L D D T D V D  ，        (1) 

式中：{ }D ，{D}分别为块体系统的速度与位移列

阵；T，V分别为动能与势能函数。在 DDA中，势

能函数由块体单元的弹性应力、初始应力、点荷载、

体积荷载、惯性力、点位移、块体之间的接触及锚

固约束条件等部分组成。 

对式(1)进行时间积分，再由汉密尔顿原理得到

拉格朗日运动方程： 

d
0

d { } { }

T V

t D D

 
 

 
            (2) 

展开式(2)便得到块体系统的运动方程[10]，即 

[ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } { }M D C D K D F            (3) 

式中：{ }D 为块体系统的加速度列阵；[M]，[C]，

[K]和{F}分别为块体系统的质量矩阵、阻尼矩阵、

刚度矩阵与荷载向量。 

采用基于 Newmark 法的直接积分求解式(3)，

引入如下位移、速度与加速度的关系[11-12]： 
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式中：，为 Newmark积分法参数；Δt为时间步。 

然后将式(4)和(5)代入式(3)，得 
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3  DDA的动力人工边界 
 

3.1 黏性边界 

用黏性边界吸收人工边界处的反射波，需要分

别在计算模型的法向与切向方向设置阻尼器[5]。 
阻尼器提供的法向与切向阻尼力分别如下： 
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n P na c v                (7) 

s S sb c v                 (8) 

式中：a，b为黏性边界的吸收系数，一般标准黏性

边界取 a = b = 1.0；为块体的密度；cP，cS分别为

P波与 S波在介质中的传播速度；vn，vs分别为块体

边界处质点速度的法向与切向分量。 
通常，阻尼器的速度分量可由显式方法获得，

即当前计算步块体边界处质点速度取上一计算步的

值[13]。但 DDA 方法采用的是隐式求解，由当前计

算步块体边界质点的速度可以得到更为准确的黏性

边界子矩阵。 
阻尼器施加在块体边界上，那么作用在块体边

界上的法向与切向阻尼力为 

n P n
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式中：l为块体边界长度。 

如图 1所示的坐标转换系统，vn，vs与整体坐标

系统下块体边界速度 vx，vy的关系可以写为 
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          (10) 

式中：nx，ny为边界方向余弦；[L]为坐标转换矩阵。 
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vy 
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 vn 

vx 

o  

图 1  坐标转换系统 
Fig.1  Coordinate system transformation 

 

假设块体边界的转动量足够小，则可认为边界

上各速度分量为常量。将式(10)代入式(9)，得 
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        (11) 

那么，边界上的阻尼器势能表达式为 
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其中， 
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若令[ ]W 为波速矩阵，[ ]W 为 

2 2
P P S S PT
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(14) 

那么，式(13)记为 

T

0
d [ ] dv l W t


   u v            (15) 

DDA 方法以时间步为计算单位，引入 Newmark

法的速度和位移关系，由式(4)可知： 
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式中：ΔD为块体当前计算步的位移增量。 

将式(16)代入式(5)，求得 

1

{ }
{ } 1 { } 1 { }
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块体中任意点均满足式(17)，那么在块体边界

处的质点速度可以写为 

1 { (0)} 1 { (0)}
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式中：u 为块体边界质点当前时间步内的位移；
{v(0)}，{a(0)}分别为块体边界质点当前时间步初始

速度与加速度。 

DDA方法中采用Newmark常加速度积分方法，

 = 0.5， = 1，代入式(18)，有 

2
{ (0)}v

t
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
uv             (19) 

将式(19)代入式(15)，得 

T 2
[ ] { (0)}v l W v

t
      

uu        (20) 

在 DDA中，任意块体 i边界质点的位移、速度

可以由其形心位移 ΔDi与速度 iD 插值获得 
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 i iT D u ，  { (0)} i iv T D        (21) 

式中：[Ti]为块体 i的形函数矩阵。 

将式(21)代入式(20)，有 
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求其极值条件，叠加到总体方程组，即 
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       (23) 

由以上推导可知，DDA采用隐式积分方法，黏

性边界是无条件稳定的；同时，波速矩阵具有对称

性，因此黏性边界在 DDA中具有较好的适用性。 

3.2 黏弹性边界 

与黏性边界相比，黏弹性边界进一步考虑了介

质的弹性恢复能力[14]。它在 DDA 中的处理方法与

黏性边界一致，将波场作用于 DDA 求解的块体边

界。其具体处理方式是在块体边界质点每个方向上

施加弹簧–阻尼元件，以弹簧的弹性恢复作用和黏

性阻尼的吸能作用模拟无限域特征。 

弹簧–阻尼元件提供的法向与切向应力分量如

下： 

n n n P n( )k u c v               (24a) 

s s s S s( )k u c v                (24b) 

式中：kn，ks分别为法向与切向弹簧的弹性模量；un，

us分别为边界处质点的法向与切向位移。 

由式(24a)与(24b)可知，在 DDA 中实现黏弹性

边界，在施加黏性边界的同时，还需要考虑弹簧项，

其微分势能表达式为 
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式中：ux0，uy0为边界块体当前时间步初始时在各方

向上的累积位移分量，若将其写作 u(0)，那么，边

界上的弹簧力势能表达式为 

T
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其中， 
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将式(21)代入式(26)，得 

T T T T
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求式(27)的极值条件，叠加到总体方程组，即 
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3.3 DDA中的自由场边界 

事实上，黏性与黏弹性边界对爆破等内源问题

更加有效，尚不能很好地解决地震等外源问题。通

常，地震波考虑为底边界垂直入射[15]，此时两侧边

界内行波场为自由波场。底部入射问题可通过对黏

性或黏弹性边界的二次开发得以解决[16]，两侧边界

的位移和应力条件需要与自由场运动耦联获得，宜

采用自由场边界(见图 2)。 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
图 2  典型 DDA模型的自由场边界 

Fig.2  Free-field boundaries of a typical DDA model 

 

自由场边界通过“强制”自由场运动，使工程

计算区域产生的外行波被适当地吸收，模拟无限域

边界条件[17-18]，它最早由 H. B. Seed等[19]提出，如

今被广泛应用在 UDEC等[20]数值模拟软件中。 

通常，自由场的地震响应有 2种算法：理论解

和软件同步计算。理论解受限于岩土问题的复杂性，

程序同步计算更适用于数值模拟。DDA的自由场边

界实现包括 2个部分：网格生成与耦合计算。 

如图 2所示，网格生成时，先搜寻出工程计算

区域侧边界的块体顶点 1，2，⋯，再依次取相邻两

顶点(如 1，2)生成自由场区域的块体(如块体 1*)，

2
1

②自由场区域边界 

①工程计算区域边界 

1*

洞室群 
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最后建立工程计算区域与自由场区域的块体映射关

系(如图 2中实线箭头所示)。 

耦合计算是指将自由场与工程计算区域作为

DDA整体模型计算。每个时步计算完成后，采用显

式法修正工程计算区域边界块体的变形与运动参

数，即由块体映射关系，将计算获得的自由场块体

参数赋给对应的工程计算区域块体。 

 
4  DDA中的静、动力统一边界 

 
通常，岩体工程地震动力响应的 DDA 计算包

括多个过程，如岩体自重平衡、开挖模拟等。本文

认为地震分析前岩体工程处于稳定状态，称其为准

静力计算，而地震分析是真正的动力计算，整个过

程称为静–动力分析[21]。 

目前，DDA 程序的静–动力分析采用相同的模

型与边界条件，在统一框架内完成。事实上，静–

动力分析的边界条件并不一致。如图 3所示，静力

分析中，边 AB，BC和 CD采用法向约束；动力分

析时，边 AB，BC和 CD则采用无反射边界，同时 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

(a) 静力分析模型 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(b) 动力分析模型 

图 3 节理岩体工程的 DDA模型 

Fig.3  DDA models for jointed rock masses  

地震荷载由边 BC输入。 

为保证 2个分析过程人工边界的统一，即模型

在动力计算初始时刻为静力平衡状态，需要进行人

工边界的转换。DDA 的静–动力计算可采用如下步

骤： 

(1) 采用静力约束条件对 DDA 模型进行准静

力分析，计算应力场和约束反力； 

(2) 视准静力平衡应力场为动力计算的初始应

力场，将准静力计算模型中的约束条件去掉，并施

加相应的约束反力； 

(3) 对 DDA 模型施加动力人工边界，输入动力

荷载开展地震计算。 

由以上步骤可见，人工边界转换的核心是去掉

约束条件，以约束反力代之。DDA方法采用刚性弹

簧模拟约束条件，其弹簧力即为约束反力。假设

DDA计算在第 n步达到了准静力平衡，第 n步初始

时刻的弹簧力计算公式[1]为 

m

m

( )

( )
x x i

y y in

f P u u

f P v v

                   
         (29) 

式中：Px，Py分别为弹簧在 x，y向的刚度系数；Δui，

Δvi为块体边界质点的步位移；um，vm为块体边界质

点当前计算步的初始位移。 

第 n步结束时，由块体系统的准静力平衡条件

可知，其步位移为 0。那么，施加的弹簧约束力为 

m

m

[ ]x

y n

f u
P

f v

        
    

           (30a) 

其中， 

0
[ ]

0
x

y

P
P

P

 
  
 

            (30b) 

式中： [ ]P 为弹簧刚度系数矩阵。 

若第 n+1步进行动力计算，在动力分析过程中

(N≥n+1)，各约束点需要施加的弹簧约束力为 

m

m

[ ]x x

y yN n

f f u
P

f f v

              
        

        (31) 

其对荷载向量的贡献为 

mT

m

[ ] [ ] { }i i

u
T P F

v

 
 

 
         (32) 

 
5  算例分析 

 
5.1 一维算例 

采用 DDA 方法，研究不同边界对波传播的影

响。如图 4所示，建立 300 m×2 m(长×宽)的数值计 

B C

D

法向约束边界 

A 

B C

无反射边界 

DA 



第 34卷  第 5期                    付晓东等：DDA方法中的人工边界问题研究                            • 991 • 

 

 

 测点B测点A 测点C  

图 4  一维 DDA计算模型 

Fig.4  1D DDA calculation model 

 

算模型，岩石力学参数为：杨氏弹性模量 E = 20 

GPa，泊松比 = 0.25， = 2 650 kg/m3，不考虑重

力。采用子块体细分模型(块体尺寸为 1 m×2 m)，在

模型中分别设置测点 A，B，C(坐标分别为 0 ，150，

300 m)。 

左端为自由边界，并以 P波形式输入一个周期

的余弦速度波[16](峰值为 1 m/s，周期为 0.05 s，如  

图 5所示)。模型右端分别采用固定边界、黏性边界和

黏弹性边界。由波动理论可知，P波波速约为 3 000 

m/s，入射波第一次到达 B，C的时间分别为 0.05，

0.10 s。 
 

 

(a) 速度时程曲线 
 

 

(b) 位移时程曲线 

图 5  DDA模型输入的动力荷载 

Fig.5  Dynamic loading input in DDA model 

 

图 6为施加不同边界条件时，各测点记录的位

移时程。可知： 

(1) 入射 P 波到达各监测点的延迟时间与理论

计算吻合，证明了算例计算参数(如块体尺寸等[13])

取值的合理性。 

(2) 图 6(a)中，位移波在固定边界处不引起位

移，但发生反射(如测点 C)；反射后以原振幅大小继

续传播(如 0.15 s到达测点 B)；位移波在自由边界处

振幅放大 2 倍，且波的类型改变(压缩波变为拉伸 

 

(a) 固定边界 

 

(b) 黏性边界 

 

(c) 黏弹性边界 

图 6  不同边界的 DDA模拟结果 

Fig.6  Results of DDA simulation with different boundaries 

 

波或拉伸波变为压缩波)(如测点 A)。这是原 DDA程

序中的边界处理方式，此时，波在 DDA 模型中反

复传播，不满足无限域边界条件。 

(3) 图 6(b)中，右侧的黏性边界较好地吸收了

入射位移波，各测点的响应结果满足波从计算区域

穿过人工边界时的无反射条件。 

(4) 图 6(c)为采用黏弹性边界(弹簧刚度系数取

值见刘晶波等[14])的模拟结果，各测点的永久位移为

0，充分体现了岩石的弹性恢复能力。 

5.2 二维算例 

如图 7所示，工程计算区域与自由场区域的尺

寸分别为 110 m×110 m和 10 m×110 m，子块体尺寸 
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图 7  二维 DDA计算模型 

Fig.7  2D DDA calculation domain 

 

为 10 m×10 m。岩石力学参数为：E = 20 GPa， = 

0.25， = 2 650 kg/m3，重力加速度 g = 10 m/s2。模

型中设置 2个测点。 

DDA 模拟包括自重下的准静力计算、静动力边

界转换与动力响应计算 3个阶段。准静力计算时，

工程计算区域的侧边与底部采用法向约束。动力响

应计算底部采用黏性边界，并将图 8所示的速度时

程同时施加到底部块体 x和 y向[22]；为对比，侧边

分别取黏性边界与自由场边界 2种工况。 
 

 
图 8  DDA模型输入的正弦速度波 

Fig.8  Sine velocity-time history curve input in DDA model 
 

图 9为各测点的静、动力响应图，由图可知： 

(1) 准静力计算测点速度很快收敛于 0(约 0.3 s)，

收敛效果很好；静、动力边界转换(约在 0.35 s)后测

点仍保持受力平衡，未产生速度增量，证明转换的

正确性。 
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(a) 黏性边界 
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(b) 自由场边界 

图 9  不同边界条件下各测点的速度时程 

Fig.9  Velocity-time histories at measuring points under  

different boundaries 

 

(2) 施加黏性边界的模拟结果与理论解(P 波或

S波由底部入射传到自由表面时，速度放大 2倍)偏

差较大，这种偏差将直接影响所关心的工程区域计

算结果；当模型两侧施加自由场边界时，P 波与 S

波的模拟结果与理论解均吻合较好。 

 
6  结  论 
 

(1) 基于Newmark积分方法，推导了黏性边界、

黏弹性边界对 DDA 方程组的贡献，并研究了各边

界的特点：黏性边界能够高效地吸收人工边界处的

反射波；黏弹性边界在消除边界反射波的同时，可

以反映介质的弹性恢复能力。 

(2) 为更好地解决地震等外源入射问题，在

DDA中引入了自由场边界，并实现了该边界的网格

生成与耦合计算；与黏性边界相比，模型两侧施加

自由场边界模拟无限域运动可以减少边界影响，更

符合实际情况，而且不会增加因为加大模型尺寸而

带来不必要的计算量。 

(3) 为保证静力与动力分析 2 个过程转换时边

界的一致性，在 DDA 方法中实现了静动力统一边

界，改进后的 DDA 程序可以完整地模拟静力和动

力计算全过程。 

本文研究工作可为岩体工程动力响应 DDA 计

算中的人工边界选取提供依据与方法。 
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