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基于软化本构的有限元强度折减法 
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摘要：针对目前有限元强度折减法每次计算均从零应力状态算起，需要大量试算的缺点，提出基于软化本构的有

限元强度折减法。该方法仅需一次性施加所有外力，通过折减系数的增量迭代来使边坡进入极限平衡状态。该方

法直接模拟强度折减过程，在此过程中，屈服面会不断地收缩，通过应力跌落和塑性流动来调整各高斯点的应力

值来使系统达到平衡，直至系统进入极限平衡为止。最后给出 2个算例验证了本文方法的可靠性。 
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FINITE ELEMENT METHOD OF STRENGTH REDUCTION WITH 
SOFTENING CONSTITUTIVE MODEL 

 
SUN Cong，LI Chunguang，ZHENG Hong，SUN Guanhua 

(State Key Laboratory of Geomechanics and Geotechnical Engineering，Institute of Rock and Soil Mechanics， 

Chinese Academy of Sciences，Wuhan，Hubei 430071，China) 

 

Abstract：A new iteration method with the softening constitutive model is proposed to overcome the shortcomings 

of the existing method of strength reduction in FEM that every computational process started from the zero stress 

state. In the new method，the strength reduction factor to bring slope into the limit equilibrium state after all the 

external loads applied was increased gradually. The method directly simulated the process of strength reduction. 

During the process of the yielding surface shrinking，the stresses at each Gauss' point reached the equilibrium state 

through stress drop and plastic flow. Two examples are given to prove the effectiveness of the method. 

Key words：slope engineering；strength reduction FEM；softening constitutive model；safety factor；stress drop 
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1  引  言 
 

自从 O. C. Zienkiewicz等[1]提出有限元强度折

减法以来，它在国内外已经有十几年的发展，通过

不断降低边坡岩土体的抗剪强度参数来使其达到极

限破坏状态，此刻的强度折减系数即是所需要的安

全系数。该方法可以充分利用有限元的优点：不用

事先假设滑动面的位置和形状；可以充分考虑力和

变形两者的关系；能模拟工程的施工力学行为等。

正是由于有限元强度折减相对于极限平衡法的众多

优点，已经有大量工程采用此方法来进行边坡稳定

性分析。 

目前，国内外学者针对此方法进行了大量的理

论研究，T. Matsui和 K. C. San[2]比较早地将有限元

和剪切强度折减技术结合起来进行边坡的稳定性分

析；D. V. Griffiths和 P. A. Lane[3]基于有限元强度折

减法得到了与传统方法比较接近的安全系数；E. 
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Dawson等[4]基于 Hoek-Brown准则对强度折减法进

行了研究；J. B. Lechman和 D. V. Griffiths[5]运用有

限元强度折减分析了边坡的变形破坏特征。国内学

者中，郑颖人团队在此方面做了大量的研究，例如

徐干成和郑颖人[6]提出了莫尔–库仑等面积圆；张

鲁渝等[7]探讨了不同影响因素下边坡稳定安全系数

的精度问题；赵尚毅等[8]将强度折减技术应用于节

理岩质边坡；郑 宏等[9-10]针对 3种不同安全系数的

定义分析了产生误差的原因，并提出了当采用强度

折减法对强度参数同步折减的同时，应使内摩擦角
和泊松比满足不等式 sin 1 2 ≥ ；陈卫兵等[11]

在进行强度折减时，把岩土体的流变特征考虑了进

来，得到了一些有意义的结论。 

现有的方法均是通过人工对强度折减值进行不

断地试算，直到达到不收敛或者塑性区贯通为止，

每折减一次都要重新运行一次弹塑性有限元计算。

其实对强度进行折减的过程即是材料软化的过程，

每软化一次，屈服面便会收缩一次，当材料的强度

参数承受不了外力，即满足不了力的收敛条件时，

材料便会破坏，这时的折减值便是最终的安全系数

值。宋二祥[12]提出过新的思路，逐渐增大强度折减

值，但该文并没有详细说明应力是如何跌落到强度

折减后的屈服面上的。本文以 DP 准则为例，采用

满足 Ilyushin公设的脆塑性跌落过程，并给出了应

力跌落点的解析解；设计了一套新的强度折减迭代

算法，得到了边坡最终的安全系数。 

 
2  基于软化角度的强度折减 
 
2.1 有限元强度折减法 

强度折减法即是强度参数降低法，基本原理就

是不断降低材料的强度参数直至破坏，其临界折减

系数被定义为安全系数： 

tan
arctan

c
c

k

k



  

  

            (1) 

式中：k为折减系数，c和 c分别为折减前后的黏聚
力，和分别为折减前后的内摩擦角。此方法多是
结合有限元技术开展的，也有不少研究是将其运用

到有限差分[13]、离散元[14]等其他数值方法中。 
2.2 应力跌落 

随着折减系数的不断增大，材料的强度参数越

来越小，其对应的应力空间中的屈服面也在逐渐收

缩，应力跌落示意图如图 1所示。实际上，每步的

折减过程可以看作是一系列脆塑性应力跌落过程。 

图 1中的 kf 为对应折减系数为 k的外屈服面，

k kf  为折减系数增加到 k k  时的内屈服面，在这
个屈服面收缩的过程中，应力从点 A跌落到点 B，

点 B应力应满足： 

B A                    (2a) 

( ) 0k k Af k k  ， ＞             (2b) 

( ) 0k k Bf k k   ，             (2c) 

式中： 为需要进行的应力跌落值。 

将式(2c)泰勒展开： 
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式中：o(T)为一个关于T的高阶无穷小量。
Δ 满足： 

    e p( )      D D             (4) 

式中：D为弹性矩阵， pΔ 为塑性应变增量， eΔ 为
弹性应变增量。因极限状态与应力路径无关，可以

认为在屈服面发生收缩时应力将发生脆性跌落[15]，

即令Δ = 0，代入式(4)得到： 

p   D                   (5) 

 

 
图 1  应力跌落示意图 

Fig.1  Sketch of stress drop 

 

由于脆性材料仍满足 Ilyushin公设，强度折减

导致应力跌落的过程可以看作是脆性材料由峰值强

度面跌落到残余强度面的过程，所以跌落过程产生

的塑性应变增量的方向仍然满足塑性位势理论[15]： 

p
kf


  





               (6) 

式中：为塑性乘子。将式(6)代入式(3)和(5)，可

求出Δ，进而求出Δ 。 

以 DP准则为例，Δ的求解过程为：假设图 1

( ) 0k Af k ，

( ) 0k k Bf k k   ，

A

B
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中对应折减系数为 k和 Δk k 时的屈服函数分别为 

0 1 2 0( ) 0Af I J             (7a) 

r 1 2 r( ) 0Bf I J             (7b) 

式中：I1为应力张量第一不变量；J2为应力偏量第

二不变量； 0 0 r r   ， 和 ， 分别为跌落前和跌落后

强度参数，由内摩擦角 φ和黏聚力 c转化得到，如

DP屈服面外接于MC屈服面，则 

2sin

3(3 sin )

6 cos

3(3 sin )

c







  

  

              (8) 

对式(7a)和(7b)进行泰勒展开，可求得跌落过程

中的Δ是下列一元二次方程的一个根[15]： 
2 0a b c                   (9) 

其中， 
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式中：E和 分别为弹性模量和泊松比。 

因为： 

2
0 r 24 {18 ( )Ab ac K J     

2
r 1 r2 [ ( ) ]} 0AG I  ＞           (14) 

所以式(9)一定有 2个不相同的实根： 
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显然，可将取为 
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2.3 边坡极限状态的判据 

边坡何时进入破坏状态一直是有限元强度折减

领域的热门讨论话题，到目前为止，失稳判据主要

有以下 3类： 

(1) 以有限元计算不收敛作为边坡失稳标志[3-4，16]。 

(2) 以边坡上某点位移发生突变作为失稳标志[12]。 

(3) 以广义塑性应变或等效塑性应变从坡脚到坡

顶的贯通作为失稳标志[17-18]。 

众所周知，随着折减系数的不断增大，边坡逐

渐接近临界状态。当到达临界状态时，即使再增加

无穷小的Δk ，滑动面上某些点的位移将产生无限

制的塑性流动，系统再无法到一个既能满足应力–

应变关系，又能满足强度条件的静力平衡解，因此

上述失稳判据(1)和(2)其实是一致的，由于计算过程

中存在各种误差，这使得以失稳判据(1)和(2)作为判

据得到的结果会有一定的差别。 

本文采用失稳判据(1)作为边坡进入极限状态

的判据。 

2.4 计算过程 

强度折减计算过程如下： 

(1) 给定一足够小的初始折减系数 k，建议取

0.1，以保证初始折减后，整个边坡处于弹性状态，

得到整个弹性状态下各节点的位移和各高斯点的应

力和应变值；并设定初始折减增量Δk及其允许误

差 。 

(2) 令 Δ k k k 。 

(3) 此时屈服面会收缩，判断每个高斯点是否

仍处于弹性状态，若是，保持其不变，否则，按照

节 2.2 中的方法进行应力跌落，并记跌落后的应力

状态为d；然后进行弹塑性计算，计算式为 

T
ddF F v   B              (17) 

T d Δv FB                  (18) 

式中：F 为外荷载，F 为不平衡力，BT为应变矩

阵，v 为单元面积。如系统不能达到平衡，则令
Δ

Δ
2


k

k 。 

(4) 若Δ ≤k ，退出，否则重复步骤(2)。 

步骤(4)中， 为数值小的量，根据工程精度要
求来选，本文算例均为 0.001。 

2.5 与常规强度折减法计算过程对比 

常规的有限元强度折减法在每次折减系数试算

时，都要从零应力状态重新算起，且越接近极限状

态，计算所需时间越多，这就大大影响了计算效率。

其实强度折减的过程即是屈服面不断收缩的过程，

只需对前一步计算出的应力状态通过脆性跌落和塑
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性流动使其更新到新的屈服面上，便可充分利用每

步的计算结果来使整体的计算效率得到提高。常规

强度折减法与本文方法每步计算时边坡的初始和最

终状态如表 1，2所示。 
 

表 1  常规强度折减法每步计算时边坡的初始和最终状态 

Table 1  The initial and final states of slope for every  

calculation step of conventional strength  

reduction method 

折减系数 
边坡初始状态 边坡最终状态 

位移 u 应力 应变 ε 位移 u 应力 应变

k1 0 0 0 u1 1 1 

k2 0 0 0 u2 2 2 

              

kn 0 0 0 un n n 

 
表 2  本文方法每步计算时边坡的初始和最终状态 

Table 2  The initial and final states of slope for every  

calculation step of new method 

折减系数 
边坡初始状态 边坡最终状态 

位移 u 应力 应变 位移 u 应力 应变

k1 0 0 0 u1 1 1 

k2 u1 1 1 u2 2 2 

              

kn un－1 n－1 n－1 un n n 

    

由于本文方法每一步的计算均运用了上一步的

计算结果，显然可以较大地提高计算效率。 

 
3  算  例 

 

本文算例均是借助于 Abaqus 进行网格剖分，

有限元强度折减则是通过自编 Matlab 程序进行计

算。为了方便地与商用软件进行了比较，本文重点

分析了以 DP 外接圆作为强度准则时的强度折减

法，同时得到了 DP内接圆和经典的M-C准则下的

计算结果，并进行了分析。 
3.1 算例 1：均质边坡 

均质边坡[19]的坡高为 10 m，坡比为 1/2，网格

划分如图 2所示，边坡材料参数如表 3所示。由于

刚度参数对最终强度折减值的影响不大[20]，参考常

规边坡的计算参数，弹性模量和泊松比分别取

1104 MPa和 0.4。 

图 3为边坡坡脚 A和坡面中点 B的水平位移随

折减系数的变化曲线，可以看到，在 k = 0.4时，曲

线上的点开始变密，说明此时发生了塑性变形，程 

 
图 2  网格划分(算例 1) 

Fig.2  Mesh generation(example 1) 
 

表 3  边坡材料参数(算例 1) 

Table 3  Material parameters of slope(example 1) 

/(kN·m－3) c/kPa /(°) E/MPa  

20.0 3.0 19.6 1104 0.4

 

序开始调整 k 的大小；当 k接近 1.2时，曲线逐渐

趋于水平，这表明每增加一个较小的 k ，就会产
生一段较大的位移，边坡接近极限状态，产生不稳

定的征兆，直至边坡达到极限状态。图中 ANSYS

强度折减在 DP 外接圆准则下的不收敛安全系数 

F = 1.325，本文方法得到的 k = 1.305，二者比较接

近。陈祖煜[19]给出的参考解为 1.000，本文方法在

其他屈服准则下计算得到的安全系数如表 4所示。 
 

表 4  不同方法计算得到的安全系数(算例 1) 

Table 4  Safety factors of different methods(example 1) 

方法 安全系数 

陈祖煜[19]参考解 1.000 

DP外接圆 1.305 

DP内接圆 0.926 

DP等面积圆 1.045 

M-C屈服准则 1.021 

 

从表 4中可以看出，本文方法采用M-C屈服准

则得到的最终强度折减安全系数 k = 1.021，与参考

解很接近，进一步说明了方法的可靠性，同时表中

结果也说明了采用 DP 外接圆时会大大地夸大边坡

的安全性，而采用 DP内接圆会低估边坡的安全性。 
采用 DP 外接圆进行极限分析得到的极限状态

下的位移增量矢量图如图4所示(k = 1.305时总位移

减去弹性位移)，从图中位移增量的相对大小可以很

明显地看出边坡滑动面的形状，坡脚处变形最大，

可能最先破坏。为了更清楚地描述边坡的破坏过程

和破坏后的形态，分别把 k = 1.200和 1.305时边坡

的位移增量(总位移减去弹性位移)扩大 15倍，得到

极限状态下边坡破坏模式如图 5所示。从图 5中也

可以看出，在边坡接近极限状态时，即便较小的折

减增量也会产生较大的位移增量，边坡极不稳定。  

A

B
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(a) 点 A                                                    (b) 点 B 

图 3  点 A，B的水平位移随折减系数的变化曲线(算例 1) 

Fig.3  Curves of horizontal displacement and reduction factor of point A，B(example 1) 
 

 
图 4  极限状态下的位移增量矢量图(算例 1) 

Fig.4  Vector diagram of displacement increment in limit  

state(example 1) 
 

 
(a) k = 1.200 

 

(b) k = 1.305 

图 5  极限状态下边坡破坏模式(算例 1) 

Fig.5  Failure modes of slope in limit state(example 1) 
 

3.2 算例 2：分层边坡 

公路边坡[9]坡面特征如图 6 所示，边坡材料参 

 
图 6  边坡坡面特征(算例 2) 

Fig.6  Surface characteristics of slope(example 2) 
 

数如表 5所示，网格划分如图 7所示。图 8为点 A，

B的水平位移随折减系数的变化曲线，图中 ANSYS

强度折减在 DP外接圆准则下的强度折减安全系数 
 

表 5  边坡材料参数(算例 2) 

Table 5  Material parameters of slope(example 2) 

岩性 /(kN·m－3) c/(kN·m－2) /(°) E/MPa 

强风化泥质粉砂岩 24.0 34.0 26 2×104 0.35

中风化泥质粉砂岩 25.0 39.0 35 5×104 0.30

 

 

图 7  网格划分(算例 2) 

Fig.7  Mesh generation(example 2) 

0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14 0.16
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

x/m 

k 

  

 

本文方法 
ANSYS强度折减 

0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

x/m

 

  

本文方法 
ANSYS强度折减 

0.02

k 

13.76
27.52

41.28

55.04

68.80

82.56

96.32

110.08

123.84

5.58
11.16

16.74

22.32

27.90

33.48

39.06

44.64

50.22

位移/mm

位移/mm

13.76

27.52

41.28

55.04

68.80

82.56

96.32

110.08

123.84

位移/mm

单位：m

A

B 
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图 8  点 A，B的水平位移随折减系数的变化曲线(算例 2) 

Fig.8  Curves of horizontal displacement and reduction factor of point A，B(example 2) 

 

F = 1.66，本文方法屈服函数采用 DP外接圆时的最

终临界折减 k = 1.647。 

表 6 为本文方法在其他屈服准则下的计算结

果，其中采用 M-C 屈服准则时的安全系数与郑 宏

等[9]基于M-C准则下有限元强度折减法得到的结果

相近，再次证明了本文方法的有效性。 

 

表 6  不同方法计算得到的安全系数(算例 2) 

Table 6  Safety factors of different methods(example 2) 

方法 安全系数 

郑 宏等[9]有限元强度折减(M-C准则) 1.480 

DP外接圆 1.647 

DP内接圆 1.382 

DP等面积圆 1.455 

M-C屈服准则 1.440 

 

图 9 为在 DP 外接圆准则下，边坡极限状态的

位移增量矢量图(k = 1.647 时总位移减去弹性位

移)，从图中矢量的相对大小可以很明显地看出边坡

滑动面的形状，还可以看到坡脚处的变形最大且最

易失稳。图 10为 k = 1.580和 1.647时，产生塑性

变形后的边坡位移增量均扩大 5万倍后的破坏图，

从图中也可以较明显地看出边坡的破坏及发展过

程。 
 

 

 
图 9  边坡极限状态的位移增量矢量图(算例 2) 

Fig.9  Vector diagram of displacement increment of slope in  
limit state(example 2) 

 

(a) k = 1.580 

 

(b) k = 1.647 

图 10  边坡最终破坏失稳图(算例 2) 

Fig.10  Final failure modes of slope(example 2) 
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4  结  论 

 

边坡强度降低的过程即是屈服面收缩的过程，

本文通过满足 Ilyushin公设的脆塑性跌落来模拟材

料强度的折减过程，使边坡进入临界平衡状态，得

到了边坡的安全系数。该方法仅需不断地对材料的

强度参数进行折减，且把每一步计算得到的边坡应

力状态作为下一步的初始状态，这样不再需要像常

规的强度折减法那样每步折减都从零应力状态算

起，较大地提高了计算效率。算例表明该方法是正

确、可靠的。 
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