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土-水特征曲线的分形特性及其分析拟合
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摘 要：为了建立一种参数有明确物理意义的土-水特征曲线拟合方法，基于分形理论，给出了一种直接通过土-水特征曲线

实测数据求解分维数的计算方法，建议了一种土-水特征曲线拟合分析的分形模型。为验证所建议拟合方法的合理性，采用

液压千斤顶制作了 7个不同干密度黏性土试样，利用压力板仪测量了土-水特征曲线。基于土-水特征曲线实测值计算了分维

数，在此基础之上对土-水特征曲线实测数据进行分析拟合。结果表明：分维数计算及拟合分析时，7个试样相关系数都集

中在 0.97～0.99之间，从而证明了土-水特征曲线具有良好的分形特性，建议的拟合方法效果较好。此外，研究发现，分维

数、进气值随干密度几乎呈线性增加，据此建议了一种不同压实度下的土-水特征曲线预测方法，其预测结果与实测值吻合

较好。
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Fractal characteristics and fitting analysis of soil-water characteristic curves
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Abstract: In order to establish a fitting approach for soil-water characteristic curves (SWCC) with clear physical meanings, a method

is presented to directly calculate the fractal dimensions through the SWCC data based on the fractal theory, and a fractal model of

SWCC is proposed. To verify the proposed fitting method, seven clay samples with different dry densities are prepared using hydraulic

jacks, and the soil-water characteristic curves are measured by using the pressure plate apparatus. Based on the experimental results

of SWCC, the fractal dimensions are calculated. On this basis, fitting analysis of the SWCC data is performed by using the presented

method. The results show that, all the correlation coefficients of the seven samples range from 0.97 to 0.99, which indicates good

fractal characteristics of SWCC as well as good fitting performance of the proposed method. In addition, it is found that the fractal

dimensions and the air entry values increase almost linearly with the dry density. On this basis, a prediction method of SWCC at

different compaction degrees is also proposed and tested. The prediction results are in good agreement with the measured values.

Key words: soil-water characteristic curve; fitting analysis; fractal dimension; fractal model

1 引 言

土-水特征曲线表征的是基质吸力与含水率（体

积含水率、饱和度、质量含水率）之间的关系，它

在非饱和土工程性质研究中扮演着很重要的角色。

土-水特征曲线试验测量获得的试验数据较离

散，一般通过数学模型进行拟合。常用的数学模型

有 Campbell模型、van Genuchten模型等，但这些

模型中的参数物理意义不明确，且难以准确获得。

因此，寻求具有明确物理意义参数的数学模型是很

多学者关注的问题。研究表明，土-水特征曲线本质

主要由土壤结构所决定，土壤结构与土-水特征曲线

关系的研究有望解决这一问题。分形方法所确定的

土-水特征曲线中的参数与土壤结构性质直接联系

起来，具有明确的物理意义，是较为理想的方法。该

类方法采用分形理论研究土体颗粒[1－4]、团聚体[5－6]、

孔隙[7－12]的分布特性，然后通过土壤结构与土-水特

征曲线之间的关系建立土-水特征曲线数学模型。

迄今为止，这种方法取得了一些可喜的成果，已成

为土-水特征曲线研究的重要分支。
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基于分形理论的研究关键工作之一就是求解

分形维数。孔隙分维数一般以测量技术获得的孔隙

分布数据为基础进行计算。值得指出的是，尽管直

接测量孔隙分布的技术手段很多，但从测量精度来

讲，这些技术并非完全令人满意。比如，扫描电子

显微镜（SEM）技术就存在图像处理时产生的误差，

同一张照片不同人处理结果可能不同，此外，试样

准备阶段也可能造成孔隙结构失真；压汞技术也存

在缺点，试样之前要冷冻处理，孔隙结构可能受到

影响，试验时汞可能对孔隙结构造成破坏；CT技

术虽然无损伤，但其分辨率较低；核磁共振技术是

另外一种无损伤测试手段，但弛豫时间与孔径的对

应关系很难求得，且不同孔径转化系数可能不一样；

土壤切片技术仅适合大孔隙的研究，且试样固化时

孔隙结构可能发生改变，此外，同样存在图像处理

产生的误差。可见，孔隙分布的直接测量结果存在

一定误差，以此为基础求解的分维数的准确性必定

受到影响。

土-水特征曲线试验数据给出水的体积可以理

解为孔隙的体积，而基质吸力与等效孔径成反比，

土-水特征曲线本质上反映了孔隙分布的规律。本文

尝试直接通过土-水特征曲线试验数据求解反映孔

隙体积-孔径分布特性的分维数，然后基于建议的

土-水特征曲线模型，对不同压实度黏性土土-水特

征曲线试验数据进行拟合，期望形成参数具有明确

物理意义的一种拟合方法。

2 理论推导

2.1 基于土-水特征曲线直接求解分维数

文献[13]给出的三维空间内孔隙体积的分形模

型可以用下式表示：
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式中： ( )V r 为孔径大于 r的孔隙累计体积； aV 为

土体总体积； 2L 为研究区域尺度；D为分维数。

基质吸力 与有效孔径 r之间的关系可以表示
为[14]

s2 cos /T r  （2）

式中： sT 为表面张力； 为接触角；温度一定时，

s2 cosT  为常数。将式（2）代入式（1）消除 r后，

式（1）变为
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式中： 3
s 2(2 cos / ) DA T a L  为常数。

假设水的密度 w = 1 g/cm3不变，若考虑相应于

1g颗粒的土体，则有质量含水率 w = V(≤r)，其中

V(≤r)为孔径小于等于 r的孔隙累计体积，此处假

设孔径小于等于 r的孔隙充满水。用 Vs表示颗粒体

积， d 表示干密度， sG 表示土粒相对密度，则式（3）

变为

3a s s

a a d

( ) ( ) 1 /

1 /
DV V r V V r G w

A
V V




   
  

≤
（4）

式（4）进一步化简得

3
s1 / DG w B   （5）

式中： d/B A  ，为常数。式（5）两边同时取对

数，变为

sln(1 / ) (3 ) ln lnG w D B     （6）

根据式（6），若已知土体质量含水率表示的土-

水特征曲线，则以 ln 为横坐标、以 sln(1 / )G w
为纵坐标作散点图，如果这些点满足直线关系，假

设斜率为 k，则分维数 3D k  ，就可以证明孔隙

分布具有分形特性。

将最大孔径 rmax对应的基质吸力定义为进气值

a ，式（1）中孔径应满足 maxr r≤ ，故利用式（6）

求解分维数时只能采用 a ≥ 的数据点。值得说明

的是，在进气值未知的情况下，近似舍去含水率未

发生改变阶段的低吸力阶段数据（可保留该阶段最

后一级数据）。

2.2 质量含水率表示的土-水特征曲线分形模型

文献[15]给出了表征孔隙孔径分布特性的累计

孔隙率模型，并通过实测数据证明了其有效性，其

表达式为

3
max( ) 1 ( / ) Dr r r    （7）

式中： ( )r  为孔径大于 r的孔隙累计孔隙率。

假设非饱和土中孔径小于等于 r的孔隙充满了

水，其体积含水率为  ，总孔隙率为 ，那么有
( )r     。结合式（7），有

3
max1 ( / ) Dr r     （8）

结合 Young-Laplace方程，则式（8）可变为

3
a1 ( / ) D       （9）

式（9）与 Rieu等[5]以假想的团聚体模型建立

的表达式是一致的，但二者建立方法不一样，分维

数定义也不同。

根据质量含水率与体积含水率的关系，质量含
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水率表征的土-水特征曲线模型可表示为

 3a

s

(1 ) / 1
D

e
w

G

   
 （10）

式中：e为孔隙比。值得说明的时，式（10）适用

条件为 a  。当 a ≤ 时，令 a = 代入式（10），

s/w e G 。

3 试验验证

3.1 土-水特征曲线试验

3.1.1 试样制作

取自武汉某工程基坑底部的非饱和黏土，试验

测得土粒相对密度为 2.75，液限为 38.9%，塑限为

20.4%。土样风干后，过 2 mm筛，采用液压千斤顶

静压试验方法制备重塑试样 7个，干密度 d 分别为
1.30、1.35、1.40、1.45、1.50、1.60、1.71 g/cm3。

图 1给出了不同干密度试样的高分辨率数码照片，

可以清楚地看到，随着干密度的增加，图中大孔隙

尺寸变小。

(a) 1.30 g/cm3 (b) 1.35 g/cm3

(c) 1.40 g/cm3 (d) 1.45 g/cm3

(e) 1.50 g/cm3 (f) 1.60 g/cm3

(g) 1.71 g/cm3

图 1 不同干密度黏性土高分辨率数码照片

Fig.1 High resolution digital photos of clay samples
with different dry densities

3.1.2 试验仪器及过程

试验在中国科学院武汉岩土力学研究所完成，

试验所采用的压力板仪如图 2所示。试验步骤如下：

①将不同干密度试样及试验所采用的陶土板进行饱

和；②将陶土板放置于压力器中，连接好排水管；

③将压力器盖盖好，施加预定气压；④称量试样排

出水的质量，若出水质量恒定，表明该级吸力条件

已经平衡；⑤气压调零，称量各试样质量；⑥重复

以上步骤，直至完成试验。

图 2 压力板仪

Fig.2 Pressure plate apparatus

3.1.3 试验结果及分析

图 3将试验结果以质量含水率的形式给出。从

图中可以看出，低吸力条件下，不同干密度试样质

量含水率差别较大。干密度为 1.30 g/cm3，饱和质

量含水率为 41%；而干密度为 1.71 g/cm3，饱和质

量含水率为 22%，相差近一半。随着吸力增加，这

种差别逐渐减小。高吸力条件下，不同干密度试样

质量含水率几乎一致，图中 100 kPa以上的试验数

据尤为明显。
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图 3 不同干密度黏性土土-水特征曲线试验结果

Fig.3 SWCC experimental results of clay samples with
different dry densities

3.2 方法验证

基于前文不同压实度黏性土土-水特征曲线试

验获得的试验数据，按照 2.1节方法作散点图，并

进行线性拟合，如图 4所示，表 1给出了相应的拟

合表达式、相关系数 R及计算所得的分维数 D。7
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个样本的相关系数都非常高，除干密度为 1.71、

1.45 g/cm3，其 R分别为 0.97、0.98外，其余 5个 R

均为 0.99，说明了 2.1节提出的分维数计算方法是

合理的。这也就证明了土-水特征曲线中质量含水率

与基质吸力展现出良好的分形行为，本质上反映了

土体孔隙分布具有很强的分形特性。计算获得的分

维数随干密度增加，整体上呈增加的趋势，如图 5

所示，其原因是孔隙被压缩、孔隙结构发生了改变。
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d = 1.45 g/cm3

d = 1.50 g/cm3

d = 1.60 g/cm3
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图 4 不同干密度黏性土质量含水率-基质吸力关系曲线

Fig.4 Relationships of mass water content and matric
suction of clay samples with different dry densities

表 1 参数取值

Table 1 Values of some parameters

干密度/ (g/cm3) 孔隙比 拟合直线表达式 R D a / kPa

1.30 1.115 y = 0.051x-0.270 0.99 2.949 0.75

1.35 1.037 y = 0.047x-0.297 0.99 2.953 0.96

1.40 0.964 y = 0.054x-0.246 0.99 2.946 4.67

1.45 0.897 y = 0.052x-0.262 0.98 2.948 7.72

1.50 0.833 y = 0.049x-0.284 0.99 2.951 11.14

1.60 0.719 y = 0.037x-0.353 0.99 2.963 20.60

1.71 0.613 y = 0.022x-0.449 0.97 2.978 38.40

1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0
2.92

2.94

2.96

2.98

3.00

D

d / (g/cm3)

D = 0.069d + 2.854
R = 0.86

实测值

拟合线

图 5 分维数与干密度的关系

Fig.5 Relation between fractal dimension and dry density

通过干密度便很容易计算相应孔隙比（见表 1），

基于前文土-水特征曲线试验结果及所计算获得的

分维数，利用式（10）可计算进气值a（见表 1）。

采用表 1中的参数值，利用式（10）对前文土-水特

征曲线试验数据进行拟合。值得说明的是，当

a ≤ 时，质量含水率取饱和含水率，即 s/w e G ；

当 a  时按式（10）进行计算。图 6给出了质量

含水率表示的土-水特征曲线实测值以及按上述方

法拟合的曲线。不难发现，上述方法的拟合效果较好，

相关系数都非常高。干密度分别为 1.45、1.71 g/cm3，

R分别为 0.98、0.97，其余 5个试样的 R均为 0.99，

这也就证明了式（10）的有效性。
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图 6 不同干密度黏性土土-水特征曲线分形拟合

Fig.6 Fractal fitting of SWCC of clay samples with
different dry densities

此外，图 7给出了计算的进气值与干密度之间

的关系，随干密度 d 增大，进气值 a 几乎呈线性
增大。这是因为，随着压实度增加，试样中最大孔

隙孔径总体呈明显减小的趋势。图 1给出的试样高

分辨率数码照片显示，随着干密度增加大，孔隙孔

径减小，为这一结论提供了佐证。
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0
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a = 91.55d-122.74
R = 0.97

实测值

拟合线

图 7 进气值与干密度的关系

Fig.7 Relation between air entry value and dry density

图 5与图 7分别给出了 D- d 、 a - d 相关关
系，通过该关系式理论上可预测不同干密度下的 D

与 a ，结合式（10），理论上便可预测任意干密度

下的土-水特征曲线。为进一步验证该思想的正确

性，假设在已知相应于 d 分别为 1.30、1.35、1.40、

1.50、1.60、1.71 g/cm3条件下的土-水特征曲线，对

Dρd、 a d  相关关系重新进行直线拟合，拟合直

线表达式分别为
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d0.067 2.857D   （11）

a d91.06 121.64   （12）

利用上述两式预测干密度 d = 1.45 g/cm3的

D = 2.954、 a = 10.40 kPa，利用式（10）便可计算

相应的土-水特征曲线。图 8给出了 d = 1.45 g/cm3

条件下的土-水特征曲线预测曲线与实测值，发现相

关系数为 0.99，说明预测效果较好。
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图 8 土-水特征曲线实测值与预测曲线（d = 1.45 g/cm3）

Fig.8 Experimental results and predicted curve of
SWCC（d = 1.45 g/cm3）

实质上，若将干密度与变形联系起来，上述方

法为不同变形条件下土-水特征曲线预测提供了一

种新方法，可促进非饱和土本构关系研究。

4 结 论

（1）质量含水率-基质吸力具有良好的分形特

性，本质反映了土体孔隙分布较强的分形行为。式（6）

可直接通过土-水特征曲线实测数据计算分维数，随

干密度增加，分形维数呈现增加的趋势。

（2）式（10）对质量含水率表示的土-水特征曲

线实测数据拟合效果较好，较传统的拟合方法，其

参数具有明确的物理意义且便于应用。随干密度增

加，不同压实度黏性土进气值呈现线性增加的趋势。

（3）根据实测的 D - d 、 a - d 相关关系可预
测不同干密度条件下的土-水特征曲线，这实质上为

不同变形条件下的土-水特征曲线预测提供了新的

思路，可促进非饱和土本构关系研究。
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