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非饱和土水-力本构模型及其隐式积分算法 

刘  艳 1, 2，韦昌富 1，房  倩 2，陈  盼 1 
（1.中国科学院武汉岩土力学研究所 岩土力学与工程国家重点试验室，武汉 430071；2.北京交通大学 土建学院，北京 100044） 

 

摘  要：在已有工作基础上建立了水力-力学耦合的非饱和土本构模型，在硬化方程中考虑饱和度的影响，同时在土水特征

曲线中考虑了塑性体变的影响，从而使模型可以反映非饱和土中的毛细现象与土中弹塑性变形现象的耦合行为。采用隐式积

分方法，建立了非饱和土耦合模型的数值模型，并推导了得到了水力-力学耦合的非饱和土的一致切线模量。利用该算法编

制了本构模型计算的子程序，使其能向外输出切线刚度矩阵，用于有限元计算。为了验证该算法和程序的正确性，用所编制

程序对不同路径下的土体行为进行了预测。通过预测结果与试验结果相对比，表明程序预测结果与试验数据相吻合，模型可

以较好地模拟土体的水力-力学耦合行为特性。 
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Implicit integration algorithm of a hydro-mechanical coupling  
constitutive model for unsaturated soils 

 
LIU Yan1, 2,  WEI Chang-fu1,  FANG Qian2,  CHEN Pan1 

(1. State Key Laboratory of Geomechanics and Geotechnical Engineering, Institute of Rock and Soil Mechanics,  
Chinese Academy of Sciences, Wuhan 430071, China; 2. School of Civil Engineering, Beijing Jiaotong University, Beijing 100044, China) 

 
Abstract: A constitutive model for unsaturated soils coupling of the mechanical behavior and hydraulic hysteresis is proposed. The 
degree of saturation is introduced into the hardening equation to reflect the hydraulic effect. Meanwhile, the plastic strain is 
introduced into the soil water characteristic curve to reflect the mechanical effect. Therefore, the model could well reproduce the 
influence of hydraulic behavior on the stress-strain behavior and vice visa. An implicit integration algorithm for integration of the 
nonlinear constitutive model is introduced. Consistent tangent matrix that describes the relationship between stress and strain and the 
one that describes the relationship between stress and suction are both derived. A corresponding program code is developed, which 
can be then embedded into existing finite element code for numerical simulation. In order to verify the correctness of the code, it is 
used to simulate existing test data under different loading paths including drying-wetting cycle test and triaxial shear test. Results 
indicate that the model accurately predicts the coupling effect of mechanical and hydraulic behaviors of unsaturated soils.  
Key words: unsaturated soils; constitutive model; implicit integration algorithm 
 

1  引  言 

自然界中真实存在的土多处于非饱和状态，非

饱和土的行为不仅在受到外力作用下时会发生变

化，土中含水率的改变也会使非饱和土的变形和强

度发生较大的改变。为了描述非饱和土的复杂的耦

合特性，很多学者都提出了水力-力学相互耦合的非

饱和土本构模型。Vaunat 等[1]在 BBM 模型基础上

建立了一个水力-力学耦合的本构模型；Wheeler 等[2]

提出了等向应力状态下非饱和土的应力-应变行为

与液相滞后相耦合的弹塑性模型，Sheng 等[3]提出

了一个完整的耦合模型，并首次从热力学角度对模

型进行了探讨；Tamagnini[4]通过扩展剑桥模型，在

其中引入液相滞后效应影响，建立了非饱和土的弹

塑性本构模型：缪林昌[5]推导出非饱和土的刚度参

数随吸力变化而变化的关系式，得到用平均土骨架

应力表述的非饱和土 LC 屈服面函数以及硬化规

律。Sun 等[6]提出了在三轴应力条件下非饱和土水
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力和力学性状耦合的弹塑性模型，并应用变换应力

方法将其推广到了三维应力状态。 
非饱和土的水力-力学耦合模型可以较好地描

述非饱和土基本的行为特性，但却增加了非饱和土

本构模型数值实施的复杂性。非饱和土本构积分算

法直接影响到整体非线性数值分析的精度和收敛

性，本构方程的积分算法一般可分为隐式积分和显

式积分两类。显式算法利用增量步起始点的应力来

计算屈服面和塑性势梯度，通常显示算法需要将增

量步划分为更小的子步，并采用适当的误差控制技

术以确保误差在允许范围内。Sheng等[7－8]，Sołowski 
等[9－10]等均采用了显式算法对非饱和土进行分析。

隐式算法利用当前步未知的应力来计算屈服面和塑

性势梯度，其本构矩阵也是未知的，因此，需要进

行数值迭代来求解本构方程。Vaunat 等[11]，Zhang
等[12]，Borja[13]，Hoyos 等[14]，Tamagnini 等[15]，周

雷等[16]都采用了隐式算法来对非饱和土进行分析。

Gonzalez 等[17]，Sołowski 等[18]用以上两种不同算法

对非饱和土进行了分析与对比。总体上，在小应变

条件下，两种算法均有较好的收敛性，并能获得较

好的精度。显示积分算法的代码相对更易编写，而

隐式算法具有更快的收敛速度。 
本文将首先给出一个可以描述非饱和土的水力-

力学耦合行为的本构模型，随后应用隐式积分算法

对本构方程进行数值分析，并给出非饱和土耦合问

题的一致切线模量表达式，最后用已有的试验数据

来验证该模型和算法的合理性。 

2  非饱和土本构方程 

Zhao 等[19]以多孔介质理论为基础，在非饱和土

功的表达式基础上，提出了非饱和土的广义有效应

力原理。根据该原理，刘艳等[20]采用非饱和土有效

应力、修正吸力和气压 3 个量作为基本的应力状态

变量，建立了三轴应力下非饱和土三相耦合的本构

模型。本节将以该模型为基础，进行适当简化给出

水力-力学耦合的本构方程，用于数值求解。 
屈服面方程和塑性势方程采用 Collions 等[21]提

出的模型，即 

   2 2 2
s c c, , 0f p q p M p p p q          （1） 

式中： p 为有效应力；q为剪应力； cp 为非饱和土

屈服应力；   c2 1 /p p      ， 为材料参数。

该模型流动法则在耗散应力空间中为相关联，真实

应力空间非关联。 
吸力影响着土的屈服应力，这种作用可以通过

加载湿陷屈服面（LC 屈服面）来反映，非饱和土

的初始 LC 屈服面可以表示为 

c0 se

c
c0 m se

se

1 1

p s s

p sp k s s
s


                   



≤

   （2） 

式中： c0p 为饱和土的先期固结压力压力；s为基质

吸力， ses 为进气值； mk 、 为材料参数。 
由于吸力对土体的作用受到了饱和度的影响，

因此，仅仅根据 LC 屈服面并不能完全反映液相对

固相的影响。Jommi[22]指出，如果不考虑滞后效应，

则饱和度和吸力存在惟一的关系，那么使用饱和度

或是吸力都是等价的，但如果考虑滞后的话，土体

的行为将依赖于交界面的位置，而交界面的分布情

况是由饱和度而不是吸力反映的。LC 屈服面给出

的吸力对屈服应力的影响，无法考虑干湿循环出现

的滞回效应。Wheeler 等[2]同样也指出塑性饱和度可

以直接反映孔隙中流体的变化情况，它对弯液面的

影响比吸力更加重要。因此，可以将固相的硬化方

程表示为 
p

c c v sw c rd d dp p k p S            （3） 

式中：  v    ； v为比体积； 和 是剑桥

模型参数； rS 为饱和度； swk 为耦合系数，反映了

饱和度改变引起的屈服应力变化，可以通过不同饱

和度条件下土样等向固结试验时初始屈服应力随饱

和度的变化情况来进行标定。 
为了描述非饱和土的液相行为，需要引入土-

水特征曲线（SWCC）方程。Sun 等[6]指出，孔隙结

构对 SWCC 有很大影响，为了反映这种影响，可以

将 SWCC 表示为 
p

r ws v
dd dsS k
s

               （4） 

式中： v 为体积应变，上标 p 表示变形为塑性部分；

为土水特征曲线的斜率，扫描线上 w  ，边界

线上 w  ； wsk 为耦合系数，反映了固相变形对

饱和度的影响，可以利用固相屈服后不同体变条件

下的土水特征曲线来进行标定。 
利用一致性条件可以推导出增量本构关系为 

ep epd : d ds D W            （5） 

式中： 为应力张量； 为应变张量； epD 和 epW 为

塑性矩阵，可以表示为 
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其中， e 12
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D I    为弹性模量；

 为 Kronecker 符号； I 为单位张量；K vp   为

弹性体积模量；
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为弹性剪切模量；

为孔隙比；g为耗散空间屈服面； ,f  ，
d,g  ，

c, pf ，

d, pg  为屈服面或塑性势对应力的导数，即 ,
ff 
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，其中具体求导过

程可参考文献[23]。 

 

3  本构积分算法 

非饱和土的有限元分析中，通常需利用已知的

应变和吸力增量来计算每个高斯点的应力增量，因

此需要对非饱和土本构关系进行数值积分，使其可

以用于求解边值问题。对于一个非线性问题，在迭

代计算中，需要对应力进行更新，利用增量应力-

应变关系，应力积分可以表示为 
  ep ep

1  0  0d d
k k
n nsk

n n s 
    

ε   D W      （6） 

式中：  为有效应力张量；下标 n或 1n  表示当前

计算的时间步，上标 k表示迭代次数。可以采用隐

式算法对式（6）进行积分，在每一次迭代 k，应力

增量可以按下式计算： 

* *
1 1 1

* *
1 1

(1 ) :

 (1 )

k k k
n n n n

k k
n n ns

 

 

  

 

       
    

 D D

W W
   （7） 

式中： *
nD 、 *

nW 为在时间步开始时的切线刚度矩阵；
*

1
k
nD 、 *

1
k

nW 为在时间步结束时的当前估算值。求解

过程中可以取 1  ，即采用向后 Euler 算法。由于

刚度矩阵与当前的应力有关，因此需要通过迭代才

能求解。 
应力更新算法主要通过弹性预测和塑性修正两

个步骤来实现，计算过程如下： 
（1）弹性预测 
已知当前的应变增量 1

k
n 和吸力增量 1

k
ns  ，

可计算当前应变和吸力 

1 1
k k
n n n                  （8） 

1 1
k k
n n ns s s                （9） 

首先可以对式（4）积分求出此时的饱和度增量 

 r , 1 1lnk k
n n nS s s            （10） 

利用已知增量计算弹性试应力和屈服应力 

1 1 1:tr k k
n n n n      D            （11） 

tr
c, 1 c, sw r, 1exp k
n n np p k S            （12） 

式中：上标 tr表示计算值为弹性试算结果。从以上

两式可以看到液相对土体弹性变形没有直接影响，

只会引起屈服应力改变。式（11）中 D为切线弹性

模量，根据 Broja[24]，其中切线体积弹性模量可以

按下式计算 

e
1 ve

v

exp 1k n
n

p vK 


         


     （13） 

式中： e
v 表示弹性体变增量，在弹性预测的步骤

中假定 e
v v=   。 

（2）塑性修正 
将计算出的试应力代入屈服面方程中，  

 tr tr tr tr
1 1 1 c, 1

0,  
, ,

0,  n n n nf f p q p   


 




≤ 弹性

塑性
   （14） 

如果计算表明处于弹性状态，则直接用试应力

更新为当前步的应力值。如果计算表明土体发生屈

服，则需要对应力进行修正，修正应力可按下式计

算： 
tr p

1 1 +1 1 1:k k k k
n n n n n             D     （15） 

利用图形返回算法，可以计算出塑性修正量。

首先根据流动法则，积分可以得到塑性应变 

 p
1 1 , 1

kk k
n n n

g   
             （16） 

式中：     , , ,1 1
(1 )

k k

n n n
g g g   

 
     ，此时饱和

度需重新计算，即 

   r , 1 1 ws 1 , 1
ln

kk k k k
n n n n n

S s s k g      
      （17） 

此外根据硬化法则，积分可以得到屈服应力的

增量 

 tr
c, 1 c, 1 1 , 1

exp
kk k

n n n p n
p p g    

         （18） 

修正后必须满足约束条件，即屈服面等于 0 

 1 1 1 c, 1, , 0k k k k
n n n nf f p q p           （19） 

因此需要对式（16），（18）、（19）联立求解，

为了书写方便，以下将下标 1n  省略，因此可以得

到如下方程组： 
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（20） 
将式（20）线性化，整理前两式可以得到 
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式中：    tr
c ws sw ,1 expk k k k

pp k k g       ， 

d d c

c

1
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k k k k k
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D
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将式（21）代入式（20）中的第 3 式，可以求

出 k  

c
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    （22） 

把式（22）代入式（21）可以求出应力和屈服

应力增量，然后可对应力、屈服应力和饱和度进行

更新 
1 1

1 1
c c c r r r

,  

,

k k k k k k

k k k k k kp p p S S S

   

 

       


      

    
  （23） 

将更新后的值代入方程进行下一步迭代计算，

直至屈服函数小于容许误差后，计算结束。 

4  一致切线模量 

在隐式算法中，需要给出一致切线模量来代替

式（5）的连续弹塑性模量。这一方面可以避免材料

在刚刚发生屈服由弹性行为转为塑性行为时，连续

弹塑性模量引起的伪加载和卸载，另一方面也使得

计算具有二阶收敛性。对与非饱和土，其一致切线

模量定义为 

con con,
s

 
 
 
 

D W 


        （24） 

塑性应变增量可以表示为 

d d d c

p
, , , cd : d dpg g g p                （25） 

根据应力应变关系有 

 e pd : d d  D            （26） 

将式（4）代入式（3）中，硬化法则重新表示

为 

  p
c c ws sw v sw c

dd 1 d sp p k k k p
s

        （27） 

将式（25）代入式（26）和式（27），整理后有 
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将式（28）代入一致性条件
c, , c: d dpf f p    0，

可以求出 

 c

d

c

d

1
, ,

sw c

,1
, ,

,

d
,

d

,

p

p
p

f f A
k p s s

g
f f A

g















      
  

      
  










    （29） 

将式（29）代入式（28），可以给出一致切线模

量表达式为 
con 1 1

11
BCA 


D           （30） 

con 1 2
12 sw c

BCA k p
s
    

W       （31） 

式（30）、（31）中各系数的表达式为 

11 121

21 22

A A
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A A
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d c d d c d11 , , 21 , , 12 , , 22 , ,p p p pA f g A f g A f g A f g              

5  算例验证 

为了使模型可以用于有限元计算，需要按本构

积分算法编制本构模型的子程序，使其能向外输出

刚度矩阵。非饱和土本构积分算法的精度将直接影

响到整体非线性数值分析的精度和收敛性，因此在

进行有限元分析之前，首先需对本构积分程序有效

性和准确性进行验证。本节将选用择 Sun 等[6, 25]对

非饱和土三轴仪对珍珠黏土（Pearl clay）试验数据

来验证模型和算法的合理性。 
Sun 等[6]对珍珠黏土进行了干湿循环试验，试

验中控制净应力为 20 kPa，初始孔隙比分别为 1.78。
表 1 给出了该试验的应力路径。模型主要参数见表

2。 
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表 1  干湿循环试验应力路径 
Table 1  Loading path for drying-wetting cycle test 

路径 吸力变化范围/ kPa 
A→B 干燥 98→490 
B→C 湿化 490→5 
C→D 干燥 5→490 
D→E 湿化 490→7 

 
表 2  干湿循环试验参数取值 

Table 2  Parameters for drying-wetting cycle test 

传统参数 SWCC 参数 耦合系数 
0.12,  0.02,  
0.4,  1.1,  1.15M

 
 
 
  

 w

w

0.18,
0.04







 sw

ws

5,
0.1

k
k




 

 
图 1、2 分别给出了孔隙比和饱和度的预测结

果，通过与试验结果对比，可以看到模型可以很好

的预测土体在干湿循环条件水力-力学行为的耦合

效应。图 1 模拟了孔隙比在干湿循环过程中的变化

情况，在初始干燥 AB 只有弹性变形，随后湿化过

程（BC）中出现明显的塑性湿陷，再干燥过程（CD）
也表现明显的弹塑性变形。模型不仅可以反映液相

变形对土骨架变形的影响，同时模型也可以反映土

体变形对 SWCC 的影响。试验结果表明，土体越密

实，在相同吸力处的饱和度会越大，即孔隙比减小

会使 SWCC 曲线向右移动。 
 

 
图 1  孔隙比与吸力关系 

Fig.1  Relationship between void ratio and suction 

 

 
图 2  饱和度与吸力的关系 

Fig.2  Relationship between degree  
of saturation and suction 

图 2 中可以看到，当土体经过一次干湿循环

（ABC）后，孔隙比有明显的下降，使得第二次干

湿循环（CDE）土-水特征曲线向右移动，与试验结

果吻合。 
Sun 等[25]利用三轴仪对非饱和土进行了三轴压

缩（CDEFG）的剪切试验。试验应力路径见图 3，
首先将土样在常吸力 147 kPa 条件下等向固结直至

平均净应力 196 kPa（CD）；随后控制平均净应力

196 kPa 和吸力 147 kPa 不变，进行三轴剪切试验

（DE）；剪切至 E点后，净应力和剪应力不变，进

行湿化试验，吸力从 147 kPa 降至 0（EF）；最后在

饱和阶段进行剪切试验（FG）。主要材料参数取值

见表 3。 
 

 
图 3  三轴剪切试验应力路径 

Fig.3  Loading path for triaxial shear test 
 

表 3  剪切试验参数取值 
Table 3  Parameters for shear test  

传统参数 SWCC 参数 耦合系数 
0.14,  0.03,
0.4,  1.1,  1.15M

 
 
 
  

 w

w

0.12,
0.03







 sw

ws

3,
0.8

k
k




 

 
图 4、5 给出了模型与试验结果进行对比。通过

与试验结果进行对比，可以看到预测曲线与试验点

基本吻合，模型计算得到的应力和体变在试验结束

时均表现出了临界状态。说明该模型可以较好地反

映三轴剪切的试验结果。 
 

 
图 4  三轴压缩剪切试验应力应变关系 

Fig.4  Stress-strain relationship in triaxial shear test 
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图 5  三轴压缩剪切试验孔隙比和饱和度结果 

Fig.5  Results of void ratio and degree of saturation  
in triaxial shear test 

6  结  论 

（1）对非饱和土本构的数值计算方法进行了研

究，采用隐式积分方法，建立了水力-力学耦合的非

饱和土耦合问题的数值模型。 
（2）推导了得到了固液耦合的非饱和土的一致

切线模量，不仅给出了应力-应变关系模量，同时还

推导出了与饱和度相关的一致性切线模量。 
（3）编制了计算程序，对各种不同路径下的土

体行为进行了预测。将预测结果与已有试验数据进

行了对比，表明模型可以较好地模拟在干湿循环，

以及三轴剪切等不同路径下土体的水力-力学耦合

行为特性，说明本文所采用非饱和土本构模型隐式

积分算法是合理的。 
（4）下一步的工作将是把模型法应用于已有的

有限元程序 U_DYSAC2 中进行初边值问题数值分

析计算，使模型可以应用于在实际工程的问题中。 
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