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基于整体稳定性分析法的边坡临界滑动面搜索 

孙  聪，李春光，郑  宏 

（中国科学院武汉岩土力学研究所 岩土力学与工程国家重点实验室，武汉 430071） 

 

摘  要：临界滑动面搜索是边坡稳定分析中很重要的内容，针对现有方法的不足，提出了一种新的搜索方法。基于边坡稳定

性的整体分析法，建立了确定临界滑面的非线性优化模型。该模型将滑面离散点的纵坐标和安全系数都视为独立变量，目标

函数取为安全系数本身，约束条件是平衡方程组和滑面凸性。由于目标函数是线性函数，约束条件至多是二次多项式，非线

性程度较低，可采用经典优化算法和常见的非线性优化工具求解，比如Matlab。通过实例分析并与传统的滑面搜索方法进行

对比表明，所建议的方法在数值稳定性及收敛性方面均具有优势。 
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Searching critical slip surfaces of slope based on global stability analysis  
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Abstract: Searching critical slip surface is very important in slope stability analysis. For the deficiencies of the existing methods, a 

new search method is put forward. On the basis of global analysis method of slope stability, a nonlinear optimum model for 

determining critical sliding surface is proposed for calculating safety factor. In this method, both the safety factor and vertical 

coordinates of discrete points on the slip surface are taken as independent variables, and the safety factor is taken as the objective 

function. In the model, the equilibrium equations and convexity of the slip surface act as constraint conditions. Because the objective 

function is linear, and the constraint functions are polynomials of at most quadratic, the model has weaker nonlinearity and so it can 

be solved easily by those conventional nonlinear optimization tools, such as Matlab. The following two example results show that the 

proposed method has advantages for numerical stability and convergence. 
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1  引  言 

边坡稳定性分析的主要研究内容包括固定滑面

安全系数的计算[1－2]和临界滑动面的搜索[3－4]。对于

前者，已经有多种成熟的方法来进行求解，其中最

常用的有极限平衡法和有限元法。传统的极限平衡

法，如 Janbu法、Spencer法和 Sarma法等，虽说是

抓住了边坡稳定分析的主要矛盾，但所引入的各种

条间作用力的假设在力学上尚不够严密。有限元法

虽能弥补前者的不足，但在极限状态的标准方面尚

未达成统一，因此，仅能提供近似的安全系数，对

于临界滑面也只能通过临界态的塑性区、变形图， 

或其他可视化技术来大致估计[5－6]。 

Duncan[7]曾对边坡的极限平衡法和有限元法的

发展进行了详细的综述，但其对极限平衡法重点评

述了第一部分安全系数的计算，对有限元法着重评

述了边坡的变形分析，对临界滑动面的搜索方法则

论述较少。在一些国内外学者的努力下，也出现了

一些比较严谨的优化方法实现了临界滑动面的搜

索。例如，Zhu[8]基于自己提出的临界滑动场方法实

现了满足全部平衡方程的临界滑动面搜索；郑裕明

等[9－10]采用粒子群法与和声法搜索到了滑动面，但

这种方法存在一定的收敛性问题，条间力函数不能

随意设定，否则会引起不符合实际的条间力；Li等[11]
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实现了基于实编码遗传算法的临界滑动面搜索；

Husein 等[12]基于蒙特卡洛技术实现了滑动面的搜

索，并编制了相关软件；Kahatadeniya 等[13]则采用

蚁群算法得到了临界滑动面；Baker[14]采用动态规划

技术，结合 Spencer法实现了滑面的搜索；高玮等[15]

通过对采用路径搜索的蚁群算法引入奖惩策略，来

克服其收敛速度慢早熟收敛的缺点，得到了比较好

的效果；曹平等[16]利用混沌优化算法和复合形法联

合搜索算法确定了复杂边坡的最小安全系数和滑动

面；李亮等[17]也通过粒子群算法找到了最小安全系

数的滑动面；谭新[18]、邓东平[19]、陈昌富[20]、肖专

文[21]和赵洪波[22]等分别采用模拟退火算法、随机角

法、蚁群算法、遗传算法和 Leapfrog算法对滑动面

的搜索进行了研究。 

现有方法的共同特点是模型的非线性很强，其

根本原因在于安全系数是滑面位置的非光滑甚至是

非连续范函[10]，因此，就无法采用基于目标函数梯

度信息的经典优化方法，而必须借助于不需要目标

函数梯度信息的现代优化技术。以神经网络为代表

的现代优化算法，尽管可应用于很多领域，但其计

算效率非常低。 

鉴于此，本文基于有良好数值特性的边坡稳定

性的整体分析法[23]来进行临界滑动面的搜索。整体

分析法相对于条分法更具有优势。它以整个滑体而

不是单个条块为研究对象，所以无需引入条间力；

同时，采用三力矩形式的平衡方程组所得到的方程

具有良好的数值特性。在此基础上，通过在坡面以

下布置一定数量的 x 坐标固定的点，将这些点的 y

坐标和安全系数 F一并当作待优化变量，约束条件

是 3个力矩平衡方程，目标函数取为安全系数本身，

是线性的；因为所有的约束函数至多是二次的，因

此，采用一般的优化算法即可达到满意的优化效果。 

最后，给出了两个算例来与其他的搜索技术进

行了比较，验证本文方法的有效性。 

2  整体分析法原理 

设滑体 是由边坡外轮廓线g和某一潜在滑面

s 所围成的平面区域，滑体内可以包含多种介质，

如图 1所示。取整个滑体 为受力体，其所受到的
主动力有体积力（包括自重 w和水平地震力 q）和

作用在外轮廓线 g上的面力或集中力 nq ，其所受到

的约束反力为滑面上的正应力 ( )x 和切向应力

( )x 。 

取不在同一直线上的 3个点 ( ,  )Ci Cix y ，i=1，2，

3，为力矩中心，因 处于平衡状态，所以作用于

其上的力系关于这 3个力矩中心的合力矩为 0。 

( )d ( )d 0s Ci Ci Ci Ci Cix y x x y y m              

                                        （1） 

式中： Cim 为作用在滑体上的所有主动力关于

( ,  )Ci Cix y 的力矩； Cix 、 Ciy 为 ( ,  )Ci Cix y 到滑面上

的点(x, y)的位矢分量，且有 

Ci Cix x x   ， Ci Ciy y y          （2） 

 

 

图 1  滑体及其上的力系 
Fig.1  Sliding body and forces system on it 

 

若不做特别声明，本节中的角标 i 皆为自由角

标，当它出现在一个公式中时，就表示角标 i 将遍

历 1、2、3，也就是依次取 3个力矩中心 ( ,  )Ci Cix y 后

所得到的 3个公式。同时，为了叙述上的简单，假

定边坡为右坡，即坡面高度随着 x坐标的增加而上

升。 

假定滑面仍然满足 Mohr-Coulomb 准则，则当

边坡处于极限平衡状态时，有 

e e w e

1 1
[ ( )] ( )c f u c f

F F
           （3） 

式中：F为安全系数； ec 和 ef 为有效抗剪强度参数；

u为孔隙水压力。 

wc 计算公式为 

w e ec c f u             （4） 

将式（3）代入式（1）整理得 

sd d 0x y
s Ci Ci Ci CiL x L y m F d        （5） 

其中： 

e
x
Ci Ci CiL F x f y    ， e

y
Ci Ci CiL F y f x       （6） 

w wd dCi s Ci Cid c x y c y x          （7） 

由文献[23]可知，滑面上任一点的法向正应力

 可表示为 

I
0( )x               （8） 
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式中： I 和 0 分别来自条间力和滑体上的外荷载
对滑面正应力的贡献，都是 x的函数。 

为叙述简单，仅考虑重力作用的情况。其值是

已知的，可表示为 

2
0 cosh              （9） 

式中： 为 E点处滑面与 x轴所夹的角度。 
 

 

1
dF

E

y

y
y

h
               （10） 

式中： 为滑体的单位重度；h 为过滑面 E 点的垂

线与坡面的交点 F 的距离。yE和 yF分别为 E 和 F

点的纵坐标(E，F点参见文献[23])。 

式（8）中的 I 未知，现构造一个修正函数来
进行逼近： 

0 1 2( ; , )f x a a            （11） 

式中： 1 2( ; , )f x a a 为滑面应力修正函数； 1a 和 2a 为

两个待定参数。令 

1 21 2 1 2( ; , ) ( ) ( )a af x a a a l x a l x      （12） 

其中： 

2

1

1 2

( ) a
a

a a

x x
l x

x x


 


， 1

2

2 1

( ) a
a

a a

x x
l x

x x


 


   （13） 

式中：
1ax 和

2ax 分别为滑面 s两个端点的 x坐标。 

3  滑面搜索优化模型的建立 

在滑面上布置一定数量的点 ( ,  )i ix y ，将这些点

看成构成滑面的控制点，这些点直线连接即组成滑

动面。这些点的 xi坐标已知，yi坐标是优化变量。

如果记 y =[y1, y2,…, yn]，a=[a1, a2]，则 F( y, a)可以

视为 y的隐函数，这使得问题的非线性程度大为增

强；而且，在很多情况下，F 是 y 的非连续函数，

这样就无法利用经典的下降类算法，如 Newton法、

最速下降法等等，而只能采用那些不需要目标函数

梯度信息的现代优化算法，如遗传算法[24－26]、单纯

形法[27－29]，等等。尽管遗传算法在克服局部极小方

面具有优势，但其计算效率非常低。 

将目标函数定义为 

G(F, y, a) F          （14） 

即 G(F, y, a)不依赖于 y和 a。 

通过将安全系数 F视为独立变量并结合具有良

好数值特性的整体分析技术，就可以轻易地解决困

扰滑面优化的上述问题。 

考虑滑面的特性，除了 3个力矩平衡方程之外，

还需加入一个不等式约束（凸性约束）： 

(1 )i j k j jy y y  ≥          （15） 

式中：i、j、k是相邻的 3个离散点号， j i
j

k j

x x

x x






。 

这时，整个优化模型可表示为 

Min :

s.t.

( )d ( )d 0

(1 )
s Ci Ci Ci Ci Ci

i j k j j

F

x y x x y y m

y y y

   
 




         
  


≥

  

                                       （16） 

该模型与以往的优化模型最大的不同点是将安

全系数 F与其他变量一样看作独立的变量。显然，

相对于以往的方法，这种方法使得优化计算中的

Jacobian矩阵简单了很多。 

4  算  例 

本文所建议的优化模型是借助于 Matlab 工具

箱中的 fmincon 函数来求解的。基于其他方法搜索

出的滑面是由加拿大 Rocsciences公司的 Slide软件

给出。 

4.1  算例 1：ACADS考题 1 

本算例采用澳大利亚计算机应用协会(ACADS)

对本国所使用的边坡稳定分析程序进行考察的考核

题 1(a)[30]，一均质边坡，坡高为 10 m，坡比为 1:2，

材料参数为 =20 kN/m3， c =3 kPa,  =19.6。 
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图 2  3种方法得到的临界滑面位置（算例 1） 

Fig.2  Locations of critical slip surfaces with  
three methods (example 1) 

 

本例在滑面上布置了 40个离散点。图 2给出了

3 种不同方法搜索出的滑面位置，表 1 为相应的最

小安全系数，其中，M-P法中的推力函数为半正弦；

每一列的数值表示此方法在 3种不同方法所求得的

临界滑面上的安全系数，如第 2列的第 1行的 0.985

表示：用 Spencer 法在整体分析法搜出滑面上的安

全系数为 0.985。图 2中的 F整体法是本文方法搜索出
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的临界滑面的安全系数；FSpencer 代表基于 Spencer

方法搜索出来的临界滑面的安全系数；FM-P代表基

于M-P方法搜索出来的临界滑面的安全系数。 

利用本文所建议的方法，将安全系数初值取为

5，迭代 39次即达到收敛（图 3）。从图形对比来看，

3 种方法所求得的临界滑面高度一致，安全系数也

都在合理范围内，满足陈祖煜[30]给出的标准答案安

全系数在 1附近的要求。从表 1可以看到，本文方

法搜出的滑面所对应的 Spencer 法安全系数和 M-P

法安全系数，均小于 Slide 软件本身搜出的最小安

全系数(0.985<0.989，0.974<0.980)，说明本文的优

化搜索方法更准确。 
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图 3  滑动面搜索过程 (算例 1) 

Fig.3  Process of slip surface search (example 1) 

 
表 1  基于不同方法搜得的最小安全系数（算例 1） 

Table 1  Minimum safety factors with different  
methods (example 1) 

方法 F 整体法 FSpencer FM-P 

整体法 0.976 0.985 0.974 

Spencer法 0.984 0.989 0.980 

M-P法 0.984 0.989 0.980 

 

4.2  算例 2：工程边坡算例 

图 4是金沙江乌东德水电工程左岸高边坡的一

个典型剖面。该剖面的材料参数为： =27.5 kN/m3，

c =1 900 kPa， =56.31°。 

 

 

-200 0 200 400 600 800 1 000 1 200
500 

1 000 

1 500 

2 000 

x/m 

y/
m

 

坡面 整体分析法 
M-P法
Spencer法

FSpencer =2.354 

FM-P =2.317 
F 整体法 =2.320

 
图 4  基于不同方法得到的临界滑面位置（算例 2） 

Fig.4  Locations of critical slip surfaces with  
different methods (example 2) 

本例在滑面上布置了 30个离散点。利用本文所

建议的方法，将安全系数初值取为 5，迭代 165 次

达到收敛（图 5）。各方法安全系数对比结果如表 2

所示。这再一次证实 3种方法的计算结果高度一致，

而且整体法搜得的滑面更准确。 

 

 

图 5  滑动面搜索过程（算例 2） 
Fig.5  Process of slip surface search (example 2) 

 

表 2  基于不同方法搜得的最小安全系数（算例 2） 
Table 2  Minimum safety factors with different  

methods (example 2) 

方法 F 整体法 FSpencer FM-P 

整体法 2.320 2.344 2.313 

Spencer 2.340 2.354 2.324 

M-P 2.352 2.391 2.317 

 

5  结  论 

（1）通过将安全系数视为独立变量并结合整体

分析法，可建立具有良好数值特性的滑面优化模型，

克服了以往将安全系数作为滑面位置和滑面应力的

函数所带来的求导复杂的不足，提高了迭代求解的

速度和精度。 

（2）从数据对比来看，基于整体分析法得到的

结果与基于Spencer法和M-P法得到的解是一致的，

但本文的滑面优化效果要优于常规的条分法。 
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