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摘要: 基于改进的节理弹性非线性法向变形本构关系，建立可描述纵波垂直入射层状非线性节理岩体的波传播位

移不连续模型，结合一维波动方程特征线法推导层状非线性节理岩体透射波质点速度半数值时域解。利用该解建

立差分格式并编写计算程序，通过参数研究初步探求弹性纵波在层状非线性节理处的传播过程及特征，着重分析

节理条数 N、无量纲节理间距 ζ、变形非线性系数 ξ、入射波最大振幅 vinc 与频率 f 等因素对透射系数 TIMP 、透射波

能量比 etra 、首波波形畸变和时间延迟 Tdel 产生的影响。研究表明，随着节理条数增加和变形非线性系数增大，

TIMP 、etra 减小，Tdel增大; 随着节理间距增大， TIMP 、etra 、Tdel均先增大后减小并最终稳定。
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Abstract: Based on the improved elastic nonlinear normal deformational constitutive relationship，a displacement
discontinuity model for normally incident P-wave propagation across layered nonlinear joints rockmass was established．
Then，combining with the one-dimensional wave equation characteristic method， the semi-numerical time-domain
solution of transmitted particle velocity was deduced． Using the solution to establish difference scheme and write
calculator program． Parameter studies were conducted to get an insight into the propagation process and the characteristic
of elastic P-wave across the layered nonlinear joint rockmass． Mainly analyse the effects of the number of joints N，the
nondimensional joint spacing ζ ，the extent of nonlinearity ξ，the incident wave maximum amplitude vinc and the frequency
f on transmission coefficients TIMP and transmission energy ratio etra ，first arrivals distortion and time delay Tdel ．
Calculating results show that TIMP and etra reduced and Tdel increased as the augment of N and ξ; TIMP ，etra and Tdel

increased to a certain value at first and then declined and reached a stable value finally．
Keywords: layered rockmass; P-wave; distance of joints; displacement discontinuity model; extent of nonlinearity;

semi-numerical time-domain solutions
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引 言

地震、爆破等动载作用下，岩体结构的破坏准则

往往由应力波振幅的门槛值( 如质点位移和速度) 确

定，而 岩 体 节 理 对 波 传 播 起 控 制 作 用，且 规 律 复

杂［1-3］。关于含单一节理的岩体内应力波传播理论研

究经历了从考虑微裂隙到宏观节理、从位移连续到位

移不连续、从线性模型到非线性模型、从模型非线性

程度固定到非线性程度可调情况［4-7］的发展过程。然

而天然岩体中节理并非单一存在，往往是成层分布，

应力波在层状节理间多重反射与透射的叠加与衰减

使问题更加复杂［8］。如何反映层状节理对波振幅的

衰减作用和相互影响成为研究应力波在岩体中传播

规律的关键课题，目前的研究还显得很不充分。
在大波长范围内，层状节理的影响已有许多理论
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研究结果。Frazer［9］用有效介质法对 SH 波传过层状

节理时衰减且传播速度减慢的现象进行了理论分析。
Pyrak-Nolte 等［10-11］用位移不连续模型，忽略多重反射

现象，近似地研究波传过层状节理的问题，并提出一

个波垂直入射刚度相同时的层状节理。Cai 等［12］、
Zhao 等［13］和 Zhao 等［14］在考虑多重反射的前提下，将

位移不连续模型与特征值方法结合起来，对垂直于层

状节理入射的一维波的衰减问题进行了理论研究。
然而，上述研究均无法考虑节理变形非线性程度可变

的情况，有待进一步完善。
本文针对节理变形非线性程度可变的情况，基于

改进的节理弹性非线性法向变形本构关系，建立纵波

垂直入射层状非线性节理岩体的波传播位移不连续

模型，结合一维波动方程特征线法，推导了层状非线

性节理岩体透射波质点速度半数值时域解，初步探求

弹性纵波在层状非线性节理处的传播过程及特征，着

重分析节理条数 N、节理间距 ζ、变形非线性系数 ξ、
入射 波 最 大 振 幅 vinc 与 频 率 f 等 因 素 对 透 射 系 数

TIMP 、透射波能量比 etra、首波波形畸变和时间延迟

Tdel产生的影响。

1 计算模型

图 1 为纵波垂直入射层状非线性节理岩体计算模

型示意图。图中，纵波竖向垂直穿越水平平行等间距

分布的 N 条节理。

图 1 纵波法向入射层状节理示意图

Fig． 1 Illustration of normally incident wave upon
stratified rock mass

用改进的节理弹性非线性法向变形本构关系［15］建

立波传播位移不连续模型，可推导出成组节理透射、反
射波质点速度时域数值差分格式并编写计算程序。

2 半数值计算理论

针对节理变形非线性程度可变的情况，对纵波法

向入射层状节理进行理论计算研究。由于入射波与

节理面垂直，故不发生波的类型转换现象。
2． 1 透射、反射波质点速度数值差分格式

由于波场在节理前后仍是连续线弹性的，因而特

征函数方法在波场中是适用的。Cai 等［12］证实了特征

函数方法对于正向入射一维弹性波穿越层状节理的

情况下也是适用的，并将 Bedford 等［16］提出的关联模

型改进后得到 n-j 平面上各离散点钻石形关联模型，

Zhao［5］随后又将 Cai 等［12］提出的关联模型图继续修

正，见图 2。

图 2 n-j 平面中左、右行特征线上离散点关联模型图

Fig． 2 Conjunction points of right-and left-running
characteristics in the n-j plane

在 x-t 平面上，右行特征线上有:

z［v( x，t) － αPε( x，t) ］ = zv( x，t) + σ( x，t) =
constant ( 1)

左行特征线上有:

z［v( x，t) + αPε( x，t) ］ = zv( x，t) － σ( x，t) =
constant ( 2)

图 2 上 x-t 平面内，无量纲时间 j = t /Δt ，无量纲

距离 n = x /Δx = x /αPΔt。Δt 为时间间隔，并假设有限

个界面位于半无限空间内无量纲距离( 为整数) 上，其

左边界 n = 0，第一边界 n = 1，第二边界 n = 2，最后边

界 n = l ( l 为整数) 。界面可以为节理面或黏结界面

( 无限刚度) ，沿着图上右行特征线 ab 和左行特征线

ac，点 a、b、c 上有质点速度与应力关系式:

zv － ( n，j + 1) + σ － ( n，j + 1) = zv+ ( n － 1，j) +
σ + ( n － 1，j) ( 3)

zv + ( n，j + 1) － σ + ( n，j + 1) = zv－ ( n + 1，j) －
σ － ( n + 1，j) ( 4)

对于 d 点，有:

σ － ( n，j) = σ + ( n，j) = σ( n，j) ( 5)

u－ ( n，j) － u+ ( n，j) =
ξdma{ exp［ψσ( n，j) ］－ 1}

exp［ψσ( n，j) ］－ ξ
( 6)
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式中: u－ ( n，j) 、u+ ( n，j) 分别为波场中 j 时刻距离为

n 的节理前后位移，其中:

ψ = ( 1 － ξ) / ( ξKnidma ) ( 7)

对式( 6) 在时间域求导得:

v－ ( n，j) － v+ ( n，j) =
ξdmaψ( 1 － ξ) exp［ψσ( n，j) ］

{ exp［ψσ( n，j) ］－ ξ} 2
σ( n，j)
t

( 8)

等式 σ( n，j) /t = ［σ( n，j + 1) － σ( n，j) ］/Δt 在 Δt 足够小时成立，则式( 8) 可写成差分形式:

σ( n，j + 1) = σ( n，j) + { exp［ψσ( n，j) ］－ ξ} 2［v－ ( n，j) － v+ ( n，j) ］Δt
ξdmaψ( 1 － ξ) exp［ψσ( n，j) ］

( 9)

将式( 9) 代入式( 3) 、式( 4) ，分别得:

v－ ( n，j + 1) = 1
z ＜ zv+ ( n － 1，j) + σ + ( n － 1，j) － σ( n，j) － { exp［ψσ( n，j) ］－ ξ} 2［v－ ( n，j) － v+ ( n，j) ］Δt

ξdmaψ( 1 － ξ) exp［ψσ( n，j) ］
＞

( 10)

v+ ( n，j + 1) = 1
z ＜ zv－ ( n + 1，j) － σ( n + 1，j) + σ( n，j) + { exp［ψσ( n，j) ］－ ξ} 2［v－ ( n，j) － v+ ( n，j) ］Δt

ξdmaψ( 1 － ξ) exp［ψσ( n，j) ］
＞

( 11)

式( 12) ～ 式( 14) 即为完整形式的差分递归方程:

σ( n，j + 1) = σ( n，j) +
Kni exp ( 1 － ξ) σ( n，j)

ξKnid
[ ]

ma
－{ }ξ 2

［v－ ( n，j) － v+ ( n，j) ］Δt

( 1 － ξ) 2exp ( 1 － ξ) σ( n，j)
ξKnid

[ ]
ma

( 12)

v－ ( n，j + 1) = 1
z ＜ zv+ ( n － 1，j) + σ+ ( n － 1，j) － σ( n，j) －

Kni exp ( 1 － ξ) σ( n，j)
ξKnid

[ ]
ma

－{ }ξ 2
［v－ ( n，j) － v+ ( n，j) ］Δt

( 1 － ξ) 2exp ( 1 － ξ) σ( n，j)
ξKnid

[ ]
ma

＞

( 13)

v+ ( n，j + 1) = 1
z ＜ zv－ ( n + 1，j) － σ( n + 1，j) + σ( n，j) +

Kni exp ( 1 － ξ) σ( n，j)
ξKnid

[ ]
ma

－{ }ξ 2
［v－ ( n，j) － v+ ( n，j) ］Δt

( 1 － ξ) 2exp ( 1 － ξ) σ( n，j)
ξKnid

[ ]
ma

＞

( 14)

计算所得的 v+ ( n，j + 1) 即为距边界 n 距离处节

理透射波质点速度，记作 vtra ( n，j + 1) 。节理透射系

数半数值解 TIMP 由透射波速度振幅与入射波速度振

幅比表示，见式( 15) :

TIMP =
vtra ( x1，t) max

vinc ( x1，t) max
( 15)

要得到较精确的数值解，Δt 必须足够小。可通过

对两相邻节理间在空间上细分一定数量等间距层来

实现，层宽为 Δl ，则 Δt = Δl /αP ，因此 Δl 需要足够小，

即 Δl /λ 足够小。经过 Cai 等［12］在线性情况下、Zhao
等［6］ 在 BB 模 型 情 况 下 的 分 析 计 算 表 明，Δl /λ 为

1 /100可满足计算稳定及精度要求。为检验入射波在

节理处的透射和反射过程中是否有能量消耗，通过对

vtra ( n，j) 数值积分，计算出归一化透射波能量 etra =
E tra /E inc ，其中:

E tra = ∫
t1tra

t0tra
z［vtra ( n，j) ］2dt = ∑

j = t1tra

j = t0tra

［vtra ( n，j) ］2Δt ( 16)

E inc = ∫
t1inc

t0inc
z［vinc ( n，j) ］2dt = ∑

j = t1inc

j = t0inc

［vinc ( n，j) ］2Δt ( 17)

式中: E inc、E tra分别为入射、透射波能量; t0inc 、t
0
tra 分别

为入射、透射波初始时刻; t1inc、t
1
tra 分别为入射、透射波

结束时刻; j 为计算步数。
由入射、透射波数据可计算透射系数、能量比、时

间延迟及进行频谱分析。由计算结果分析节理条数

N、无量纲节理间距 ζ ( 节理间距与入射波波长之比) 、
变形非线性系数 ξ、入射波最大振幅 vinc与频率 f 等因

素对透射系数 TIMP 、透射波能量比 etra、首波波形畸

变和时间延迟 Tdel产生的影响。
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3 参数研究

利用 Matlab 语言编制计算程序，采用半正弦波对

节理进行参数研究，探讨节理非线性对应力波传播的

影响。研究参数主要包括无量纲节理间距 ζ、节理数

N、纵波振幅 A、角频率 f、节理非线性系数 ξ、Kni和 dmax

的不同组合。计算中，岩石密度［6］ρ = 2650kg /m3 ; 波

速［6］αP = 5830m /s; 波阻抗 z = ραP = 1． 55 × 107 kg /

( m2·s) ; Kni和 dmax 的 2 组参数组合见表 1［6］; 纵波参

数见表 2。入射、透射波波形及频谱见图 3、图 4。
表 1 节理类型

Table 1 Type of joint

节理类型
节理最大允许闭合量 法向初始刚度

dmax ( mm) Kni ( GPa·m －1 )

I 1． 00 3． 50

II 1． 20 1． 25

表 2 纵波参数

Table 2 Type of wave source

纵波类型
幅值 频率

( m/s) ( Hz)

P 波 a 0． 001 50

P 波 b 0． 05 50

P 波 c 0． 1 50

P 波 d 0． 2 50

P 波 e 0． 2 100

3． 1 质点速度

图 3 为传过多条节理时的入射、透射波质点速度

波形曲线，图 4 为透射波波谱曲线。由图可见:①随着

节理数 N、波频 f 和变形非线性系数 ξ 的增加，透射波

波形也同时发生变化，主要表现为首波振幅减小和波

形畸变，表明了节理对波传播具有阻碍作用; 但首波

振幅的减小量随节理数增加而减小，说明节理数对波

传播的阻碍作用不是线性关系。②与入射波相比，透

射波的频率降低了。透射波频率的降低可从透射波

形的变宽观察得到。③与单节理情况不同的是，多节

理情况透射波波峰并不与入射波( 虚线为入射波) 相

交，而是落在其右侧。④频谱分析表明了整体上随着

节理数和变形非线性系数的增加，透射波在频域内的

幅值下降，且下降速度随波传过节理的增加而减慢，

此外，vinc很大时频谱图显示相对于入射波而言，透射

波产生振幅更大的高频分量。

( a) P 波 d，ξ = 1． 8 ( b) P 波 d，N = 5

( c) P 波 e，ξ = 1． 8 ( d) P 波 e，N = 5

图 3 入射、透射波波形图，ζ =131
Fig． 3 The waveform of incident P-wave and transmission，

ζ =131

( a) P 波 d，ξ = 1． 8 ( b) P 波 d，N = 5

( c) P 波 e，ξ = 1． 8 ( d) P 波 e，N = 5

图 4 透射波频谱图，ζ =131
Fig． 4 The spectra of incident P-wave and transmission，

ζ =131

3． 2 节理间距的影响

以下讨论节理非线性固定时( ξ = 1． 8) 节理间距

对 TIMP 、etra以及 Tdel的影响。
图 5( a) 为节理类型 I 情况下，不同入射波振幅传

过 5 条非线性节理时的透射系数 | TIMP | 与节理无量纲

距离 ζ 关系的计算结果。由图可见: ① TIMP 随着入

射波 振 幅 vinc 的 增 大 而 变 大; ② 在 一 些 情 况 下，

TIMP ＞ 1，而这并不意味着入射波能量完全透过节

理，而是表明透射波振幅大于或等于入射波振幅; ③
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定义两个重要的节理间距指数，即阈值间距 ζthr 和临

界间距 ζcri ，此二值将 TIMP -ζ 图划分为三个区段: 独

立节理区( ζ≥ ζthr ) ，过渡区( ζthr ＞ ζ ＞ ζcri ) 以及小

间距区( ζ ＜ ζcri ) ;④在独立节理区，TIMP 随 n 的变

化保持不变，这表明经多重透反射后在不同时刻到达

的透射波的叠加不影响 TIMP 值;⑤当 ζ ＜ ζthr 时，波的

叠加明显地对 TIMP 产生影响，因此将过渡区与小间

距区合为叠加区。在过渡区，随着 ζ 的减小，TIMP 由

常数增加到最大值。在小间距区， TIMP 则随着 ζ 的

减小而减小;⑥ ζthr 和 ζcri 随着 vinc 的变化而变化，如

图 5( a) 两条实线所示。一般地，ζthr 随着入射波振幅

的增加 而 减 小，而 ζcri 保 持 为 常 数; ⑦以 上 结 论 与

Zhao［6］的结论一致。
图 5( b) ～ 图 5 ( d) 分别为不同入射波频率、不同

节理参数及不同节理数下的 TIMP -ζ 关系曲线。由图

可以发现:①入射波频率增大使 TIMP 减小，并且 ζthr
值增大 ζcri 值减小，表明了节理对高频率波的阻滞作

用更大;②节理允许闭合量 dmax 增大使 TIMP 减小，并

且 ζthr 值增大 ζcri 值减小;③在图 5( d) 中，在独立节理

区，TIMP 随 ζ 的变化保持不变，这表明经多重透反射

后在不同时刻到达的透射波的叠加不影响 TIMP 值。
在此区域，TIMP 随节理数的增多而减小，且减小速率

降低;④当 ζ ＜ ζthr 时，波的叠加明显地对 TIMP 产生影

响，因此将过渡区与小间距区合为叠加区，在过渡区，

随着 ζ 的减小，TIMP 由常数增加到最大值，在小间距

区，TIMP 则随着 ζ 的减小而减小。在过渡区中，当 ζ
= 25( = ζtra ) 时，不同节理数的 TIMP 相同，即此时 N

对 TIMP 无影响，当 ζ ＜ ζtra 时，TIMP 随 N 的增多而变

大，且其变化速率随 N 增多而减小，当 ζtra ＜ ζ ＜ ζthr

( a) 节理 I，N = 5 ( b) 节理 I，N = 5

( c) 纵波 d，N = 5 ( d) 纵波 d，节理 I

图 5 TIMP 与 ζ 关系曲线

Fig． 5 The TIMP -ζ curves

时，TIMP 与 N 的关系较混乱，无法归纳其规律; ⑤ ζthr
和 ζcri 随着 vinc的变化而变化，如图 5 ( d) 两条实线所

示，一般地，ζthr 随着 N 的增加而增大，而 ζcri 则减小。
图 6( a) 为节理类型 I 情况下，不同入射波振幅传

过 5 条非线性节理时的能量比 etra与节理无量纲距离 ζ
关系的计算结果，由图可见: ①etra随着 vinc的增大而变

大;②etra的增大( 减小) 并不总是与 TIMP 的增大( 减

小) 保持一致，这是因为多重透反射可能使得透射波

有较小的幅值而其持续时间更长，这样也会产生较大

的 etra。
图 6( b) ～ 图 6 ( d) 分别为不同入射波频率、不同

节理参数及不同节理数下的 etra-ζ 关系曲线。由图可

见:①入射波频率增大使 etra 减小，表明了节理对高频

率波的阻滞作用更大; ②节理允许闭合量 dmax 增大使

etra减小;③在节理间距较小的一个区段里，出现了 etra
值随节理数的增多而增大，产生这一现象的原因可能

是节理非线性与多重透反射叠加的共同影响。在这

个区段里，节理越多，多重透反射越强烈，同时入射波

能量大，节理硬化现象也最强烈，则透射波能量就越

大。随着节理间距的增大，etra 趋于稳定，此时的 etra 值

随着节理数的增多而减小，且其减小量降低。

( a) 节理 I，N = 5 ( b) 节理 I，N = 5

( c) 纵波 d，N = 5 ( d) 纵波 d，节理 I

图 6 etra与 ζ 关系曲线

Fig． 6 The etra-ζ curves

纵波传过节理除了振幅下降和能量衰减外还会

出现时间延迟现象。时间延迟 Tdel 定义为入射、透射

波波峰时刻差，Tdel-ζ 关系计算结果见图 7。由图 7( a)

可见:①Tdel随着 vinc的增大而减小，这说明较小的入射

波幅值其透射波波形畸变较大;②与 etra类似，Tdel的增

大( 减小) 并不总是与 TIMP 的增大( 减小) 保持一致，

其原因与 etra类似，多重透反射可能使得透射波有较小
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的幅值而其持续时间更长，这使得 Tdel更大; ③定义两

个重要的节理间距指数，即阈值间距 ζthr 和临界间距

ζcri ，此二值将 Tdel-ζ 图划分为三个区段: 独立节理区

( ζ≥ ζthr ) ，过渡区( ζthr ＞ ζ ＞ ζcri ) 以及小间距区( ζ
＜ ζcri ) ;④在独立节理区，Tdel随 ζ 的变化保持不变，这

表明经多重透反射后在不同时刻到达的透射波的叠

加不影响 Tdel 值; ⑤当 ζ ＜ ζthr 时，波的叠加明显地对

Tdel产生影响，因此将过渡区与小间距区合为叠加区，

在过渡区，随着 ζ 的减小，Tdel由常数增加到最大值，在

小间距区，Tdel则随着 ζ 的减小而减小; ⑥ ζthr 和 ζcri 随

着 vinc的变化而变化，如图 7 ( a) 的两条斜实线所示，

ζthr 和 ζcri 均随着入射波振幅的增加而减小。
图 7( b) ～ 图 7 ( d) 分别为不同频率、不同节理类

型和不同节理数下的 Tdel-ζ 关系。由图可见: ①Tdel 随

入射波频率增大而增加，说明频率高的波透过节理时

的速度更慢;②Tdel随 dmax增大而增加; ③Tdel随节理数

增多而增加，这也进一步验证了节理对波的阻碍作用。

( a) 节理 I，N = 5 ( b) 节理 I，N = 5

( c) 纵波 d，N = 5 ( d) 纵波 d，节理 I

图 7 Tdel与 ζ 关系曲线

Fig． 7 The Tdel-ζ curves

3． 3 节理非线性系数的影响

以下在大节理间距( ζ = 150) 的情况下讨论节理

变形非线性系数对 TIMP 、etra以及 Tdel的影响。
图 8 ～ 图 10 分别为不同入射波质点振幅、不同入

射波频率、不同节理类型及不同节理数下节理变形非

线性系数对 TIMP 、etra以及 Tdel的影响。由图 8 ～ 图 10
可知:① TIMP 、etra随 vinc的增加而增大，Tdel减小，表明

振幅大的波更容易透过节理; ② TIMP 、etra 总体上随 ξ
的增加而降低，Tdel 增大，随着 ξ 的增大， TIMP 、etra 和

Tdel的值迅速趋于稳定; ③ vinc 很小 ( vinc = 0． 001m /s)

时，TIMP 、etra和 Tdel与 ξ 的关系均为一水平直线，表明

TIMP 、etra和 Tdel与 ξ 无关，这是因为此时的质点振幅

小，不足以引起节理的非线性变形，节理的应力应变

关系接近线性情况; ④波频率增大， TIMP 、etra 减小，

Tdel增大;⑤ dmax增大，TIMP 、etra减小，Tdel增大，表明波

更不容易透过厚度较大的节理; ⑥随着节理数增多，

TIMP 、etra均减小，Tdel增大，但其衰减量随节理增加而

减小。

4 结 论

本文采用特征线法与位移不连续模型结合的方

式，推导了非线性系数影响下纵波垂直入射层状节理

( a) 节理 I，N = 5 ( b) 节理 I，N = 5

( c) 纵波 d，N = 5 ( d) 纵波 d，节理 I

图 8 TIMP 与 ξ 关系曲线( ζ =150)

Fig． 8 The TIMP -ξ curves ( ζ =150)

( a) 节理 I，N = 5 ( b) 节理 I，N = 5

( c) 纵波 d，N = 5 ( d) 纵波 d，节理 I

图 9 etra与 ξ 关系曲线( ζ =150)

Fig． 9 The etra-ξ curves ( ζ =150)
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( a) 节理 I，N = 5 ( b) 节理 I，N = 5

( c) 纵波 d，N = 5 ( d) 纵波 d，节理 I

图 10 Tdel与 ξ 关系曲线( ζ =150)

Fig． 10 The Tdel-ξ curves ( ζ =150)

的透射波质点速度的差分格式并自编了计算程序，获

得考虑节理间纵波的多重透射与叠加作用的透射波

质点速度半数值时域解，并进行参数研究，结论如下:

( 1) 分析了节理间距对透射系数 TIMP 、透射波能

量 etra及时间延迟 Tdel的影响。结果显示当节理间距较

小时，TIMP 、etra及 Tdel均对节理间距有很强的依赖性，

表现为 TIMP 、etra及 Tdel随节理间距的增大先增加后减

小，因为此时节理间距与入射波波长大小相当，更易

受到节理间距的影响。
( 2) 在不考虑节理间距影响情况下，分析了节理

数 N、入射波最大振幅 vinc及频率对透射系数 TIMP 、透
射波能量 etra及时间延迟 Tdel与节理变形非线性系数 ξ
依赖性的影响。在 ξ 较小时， TIMP 、etra 及 Tdel 变化明

显，随着 ξ 的增大， TIMP 、etra 和 Tdel 的值迅速趋于稳

定。相对于单节理分析，纵波在层状非线性节理岩体

中传播时所受影响更为复杂和显著。
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