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摘要：在大量硬岩多轴加、卸荷强度试验成果分析基础上，研究硬岩强度及强度准则的基本特性，指出硬岩多轴

加、卸荷强度均具有中间主应力效应、最小主应力效应、静水压力效应、应力 Lode 角效应和拉压异性效应。以

强度准则的 Zienkiewicz一般形式为基础，提出在 Rankine型强度曲线和 Drucker-Prager型强度曲线过渡的两参数

表征的偏平面形函数，与有效应变能理论为基础的Wiebols-Cook强度准则的改进型子午面形函数相结合，建立均

质各向同性硬岩统一应变能强度准则。大量硬岩加、卸荷试验数据验证了该强度准则能客观地反映各向同性硬岩

强度基本特性和硬岩强度的非线性特征。通过参数调整，提出的统一强度准则将大量现有强度准则统一到同一强

度理论框架下，极大地方便了强度理论的数值实现，适用于多种各向同性硬质岩类，进一步丰富了统一强度理论

研究成果。 
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Abstract：The basic characteristics of strength and strength criterion of hard rock are studied based on the analysis 

of the results of multiaxial loading and unloading tests of hard rock；it is shown that the multiaxial loading and 

unloading strengths of hard rock have intermediate principal stress effect，minimum principal stress effect，

hydrostatic pressure，stress Lode angle effect and difference effect under tension and compression. This paper 

presents a deviatoric plane shape function，characterized by two parameters transiting between Rankine type 

strength curve and Drucker-Prager type strength curve. Combined with modified meridian plane shape function of 

Wiebols-Cook strength criterion based on effective strain energy，an isotropic unified strength criterion of hard 

rock is constituted. Many loading and unloading test data of hard rocks have validated that the strength criterion 

can reflect objectively the basic characteristics of the strength of isotropic hard rock and the nonlinear 

characteristics of hard rock strength. Through parameter adjustment，the unified strain energy strength criterion 
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presented in this paper unified many current strength criteria to one strength theory，which makes the numerical 

realization of strength theory more convenient. The unified strain energy strength criterion is applicable for 

various isotropic hard rocks，so as to further enrich the research achievements of unified strength theory. 

Key words：rock mechanics；hard rocks；strength criterion；unified strength theory；intermediate principal stress；

failure surfaces 
 

 
1  引  言 

 

大埋深地下隧洞和采矿工程中，岩体多处于复

杂应力状态，该条件下岩体强度的评估直接决定稳

定性分析的准确性、设计决策的优劣和支护参数的

合理与否。正因为人们对复杂应力状态下强度理论

重要性的认识，M. H. Yu[1]进行了大量的理论和试验

研究工作，提出了上百个模型和强度准则。根据建

立理论基础的不同可将这些强度准则或破坏准则分

为 4类[2]：(1) 最大储能假设，如 von Mises准则、

Drucker-Prager 准则、高 红等[3]提出的三剪能量准

则等；(2) 最大剪应力假设，如 Tresca准则、Mohr- 

Coulomb准则、俞茂宏提出的双剪强度理论、陈景

涛和冯夏庭[4]提出的适用于高应力硬岩的三剪强度

准则等；(3) 经验强度准则，如 Lade-Duncan准则、

Hoak-Brown准则、SMP准则、Mogi准则和M. Q. 

You[5]提出的指数强度准则等；(4) 以微观、细观机

制为基础建立宏观强度准则，如 Griffith 准则、

Wiebols- Cook准则和黄书岭等[6]提出的广义多轴应

变能强度准则等。上述 4类强度准则绝大多数只能

适用于特定岩土材料或根据特定岩土材料试验结果

拟合得到，这将带来一个严重问题，即对岩土材料

强度基本特性缺乏统一认识，由于岩土材料众多致

使强度准则的数量众多，即使是相同理论基础的准

则其数学形式和参数意义也不尽相同，有些甚至参

数物理意义不明确，各准则及其参数间相互关系十分

复杂，这给具体工程应用中对判断、选择和应用合

理的强度准则带来了极大困难。为解决该问题，许

多学者尝试用“统一”思想来研究岩土材料的强度

问题，力求用一个统一的数学表达式包含或逼近现

有强度理论。O. C. Zienkiewicz[7]较早提出了强度准

则一般公式，将绝大多数强度准则归于该一般公式

的框架之下，至今仍是学者提出新统一强度理论的

基础；郑颖人等[8]将 Zienkiewicz提出的强度准则一

般公式加以推广，提出了岩土材料的统一破坏条件；

C. S. Desai等[9]在多项式屈服准则基础上提出了层

次单屈服面本构模型，形成了多项式形式统一的强

度理论；M. H. Yu[1]在双剪强度理论基础上，提出了

双剪统一强度理论，形成了一个全新的理论体系；

姚仰平等[10]基于摩擦材料的试验规律和现有非线

性强度理论，提出了广义非线性强度理论。这些研

究为统一强度理论体系奠定了基础，也给强度理论

研究提出了新课题。 

目前工程中常采用的 Mohr-Coulomb 准则和

Hoek-Brown准则虽然具有简单的数学形式，但在将

其用于复杂应力状态时，发现因其忽略了岩石强度

的重要基本特性，如中间主应力效应和静水压力效

应，而难以达到满意的分析结果，甚至是危险的结

果[5-6]。对于硬岩更是如此，不考虑中间主应力效应

的强度准则，如 Mohr-Coulomb 准则，低估了岩石

的强度水平，用 Mohr-Coulomb 准则进行工程计算

时偏于安全，但对于深部硬岩冲击性破坏失稳破坏

的分析，Mohr-Coulomb 准则由于较低的强度水平

而缺低估了岩石的储能条件，而能量的释放是深部

硬岩冲击性破坏失稳破坏(如岩爆灾害问题)的关

键，低估岩体的储能条件则低估了破坏时能量的释

放条件，造成了潜在的不安全，这就是不考虑中间

主应力强度准则在深部岩体工程应用中的不足之

处。因此，深部工程问题的解决中迫切需要能够正

确反映复杂应力状态下硬岩强度理论。此外，实际

深部硬岩工程岩体多处于复杂卸荷应力路径的演化

过程中，硬岩的失稳和成灾过程主要由应力卸荷所

诱发，这意味着岩体卸荷强度特性的正确评估对准

确评估深部工程灾害问题至关重要。然而，加荷与

卸荷强度理论至今未统一且存在理论上的争议，也

迫切需求一种能同时反映加、卸荷强度特性的强度

准则。岩石的强度特性与其内部能量转化密切相关，

从能量角度建立强度准则能够抓住岩石强度的本

质，然而能量基础的强度理论并不成熟，需要深入

研究和发展。同时，从统一强度理论角度来讲，建

立一种不仅能反映硬岩强度基本特性，且具有统一

表达形式的准则将会使强度理论更加完善。 

针对上述硬岩强度准则存在的问题和迫切需

求，本文首先系统总结和深入分析了大量硬岩加、

卸荷强度的基本特性，而后从 Zienkiewicz强度理论

统一形式出发，考虑硬岩破坏有效应变能的物理基

础，提出了新的两参数偏平面形函数，最终建立了
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均质各向同性硬岩统一强度准则，该强度准则能客

观地反映各向同性硬岩强度基本特性和硬岩强度的

非线性特征。针对多种各向同性硬质岩类，通过参

数调整，提出的统一强度准则将大量现有强度准则

统一到同一强度理论框架下，极大地方便了强度理

论数值实现，丰富了统一强度理论研究成果，也为

深部岩体工程问题的分析计算提供有效的理论模

型。 
 

2  硬岩强度特征及强度准则基本特性 
 

本文对岩石强度准则的研究限定在硬质岩类，

根据标准[11]规定，将单轴抗压强度超过 30 MPa的

岩石划分为硬质岩，故本文只研究单轴抗压强度高

于 30 MPa 的各向同性岩石强度问题。本节总结分

析国内外文献中和笔者的(真)三轴试验数据，分析

不同加、卸荷应力路径时硬质岩复杂应力状态下强

度特征，为建立硬岩统一强度准则提供理论基础。 

2.1 加荷路径下硬岩强度(准则)特征 

国内外学者们进行了众多的加荷应力路径下的

硬岩(真)三轴试验，本文主要总结分析被学者们普

遍认可并多次引用的试验数据，以确保分析所得的

硬岩强度(准则)特征的真实性和普遍性。硬岩试验

数据包括 C. Chang 和 B. C. Haimson[12]研究中的

KTB角闪岩和Westerly花岗岩试验、K. Mogi[13]研究

中的 Dunham 白云岩、Mizuho 粗面岩和 Solenhofen

石灰岩、R. Wang和 J. M. Kemeny[14]研究中的Apache 

Leap凝灰岩试验、M. Takahashi和H. Koide[15]研究中

的 Shirahama细砂岩试验、陈景涛等[4-6]研究中的拉

西瓦水电站花岗岩和锦屏二级水电站 2bT 大理岩试

验。这些试验数据一部分从试验者发表文献中数据

表或从数据图中数字化得到，一部分引自 L. Zhang

和H. Zhu[16]已有数字化结果。尤明庆[17]指出，上述

硬岩三轴数据存在离散性的影响，本节只用其讨论

硬岩强度在应力空间中的总体规律，理论上满足分

析要求。 

通过对各类硬岩试验获得的复杂应力状态下强

度特性的分析，可概括出硬岩所共有的力学特性： 

(1) 中间主应力效应 

大量岩土材料试验研究工作已证实中间主应力

效应的存在。本文总结分析的各类硬岩的试验结果

验证硬岩强度也存在明显中间主应力效应。图 1给

出了 9种硬岩强度随中间主应力变化的结果，图中

虚实线为试验数据的二次拟合曲线，该曲线的作用

是为了说明中间主应力对硬岩强度的影响规律和 

 

 
(a) KTB角闪岩 

 
(b) Westerly花岗岩 

 
(c) Dunham白云岩 

 
(d) 粗面岩和石灰岩 

 

(e) Shirahama细砂岩 
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(f) 凝灰岩、花岗岩和大理岩 

图 1  9种硬岩强度的中间主应力影响 

Fig.1  Effect of intermediate principal stress on strengths of 

nine kinds of hard rock 
 

强度的非线性变化特性，同时也为了分析最小主应

力效应提供基础；倾斜直线为 2 3  。在保持最小

主应力不变条件下，几种硬岩强度随中间主应力增

大，呈现出先增大后减小的变化过程，在 1 2  平

面内强度曲线多为上凸的曲线。这说明复杂应力状

态下硬岩强度多表现出与中间主应力密切相关，这

也说明了不考虑中间主应力影响的 Mohr-Coulomb

准则和 Hoek-Brown 准则在进行复杂应力状态条件

下强度分析时部分不能得到满意结果的必然性。同

时，由于硬岩岩性的差异中间主应力的影响程度也

存在差异，且同种硬岩其强度的中间主应力效应的

强弱还受最小主应力大小的影响，图 1中，KTB角

闪岩和Westerly花岗岩在低最小主应力时中间主应

力效应比较强烈，这是存在最小主应力效应的结果，

下面一节将对其进行分析说明。因此，硬岩强度准

则应具备反映中间主应力效应的能力，而硬岩统一

强度准则还应具备反映各种硬岩中间主应力影响强

弱差别的能力。 

(2) 最小主应力效应 

黄书岭等[6]对硬岩强度最小主应力效应的微观

机制进行了分析，指出最小主应力效应实质是硬岩

破坏差异的反映，即低应力时是张性裂纹主导的脆

性破坏，而高应力时为闭合裂纹摩擦滑移主导的延

性破坏。在上述理论基础上，本节侧重于分析最小

主应力效应对硬岩强度的影响规律，结合多种硬岩

(真)三轴试验数据的概括总结，探讨硬岩统一强度

准则所应有的最小主应力效应特点。最小主应力对

硬岩强度量值的影响规律可从图 1中得到，即固定

2 值时 9 种硬岩强度均随 3 的增大而增大。由于
图 1 中真三轴试验主要探讨中间主应力 2 的影响
规律，故以 3 为不同定值进行对比。事实上，上述真
三轴试验数据中已包含最小主应力影响规律，可通

过拟合曲线插值的方法得到 2 为不同定值时强度

随 3 变化规律。该方法精度很大程度上取决于图 1

中拟合曲线的方差大小，但这不影响对最小主应力

效应总体规律的把握。图 2给出了几种硬岩强度的

最小主应力效应。由图 2 可知，除 Mizuho 粗面岩

之外，几种硬岩强度随着最小主应力的增加呈现出

非线性增加，且强度提升的速率逐渐减慢，表现为

曲线的斜率逐渐减小。这说明低最小主应力时，硬

岩表现出明显的脆性，较小围压的丧失可引起较大

的强度较低，而高最小主应力时，硬岩延性破坏特

征较显著。对比 Westerly花岗岩和 Shirahama细砂

岩可知，高强度硬岩比低强度硬岩需更高的最小主

应力水平才能达到从脆性破坏向延性破坏的转化。特

别地，Mizuho 粗面岩强度随最小主应力增加表现出

线性变化的趋势，这说明岩石结构对硬岩强度的最

小主应力效应有影响，同时也表明硬岩强度准则应该

能同时反映硬岩强度的线性和非线性的最小主应力

效应，以适应不同岩性和结构不同的硬岩强度特性。 
 

 

图 2  几种硬岩强度的最小主应力效应 

Fig.2  Effect of minimum principal stress on strengths of 

several hard rocks 
 

(3) 静水压力效应 

与金属材料不同，岩土材料属于摩擦类材料，

其强度与静水压力密切相关。静水压力效应体现在

2 个方面：一是静水压力影响子午面强度线变化规

律，二是静水压力影响强度线在偏平面上的形状。 

在子午面上硬岩剪切强度的静水压力效应可

通过分析三轴压缩试验点( 1 2 3  ＞ )在 Lode 角

为－30°的子午面上的分布规律加以认识。图 3 给

出了几种硬岩子午面上加荷强度特征，图中， oct 为

八面体正应力， oct 为八面体剪应力，UCS 为岩石

单轴抗压强度。可见，除Mizuho粗面岩、Dunham

白云岩外，随静水压力增大，岩石强度曲线近直线

规律增大。Mizuho 粗面岩和 Dunham 白云岩在相对

较低静水压力时，强度曲线与静水压力关系亦呈直 
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图 3  几种硬岩子午面上加荷强度特征 

Fig.3  Loading strength characteristics on meridian planes of  

several hard rocks  
 

线规律变化，但在高静水压力时表现出非线性特征。

此外，由于较低或负静水压力试验(如单轴拉伸、双

轴拉伸和真(三轴)拉伸试验)的难度较大，对硬岩的

这类试验相对较少，但前人研究认为在低静水压力

或负静水压力区强度曲线为非线性关系，反映出强

烈的脆性特征。 

在偏平面上静水压力对强度曲线的影响规律已

形成统一认识。图 4 给出了 Vosges 砂岩偏平面上强

度曲线的静水压力效应[18]。低静水压力(50 MPa，见

图 4(a))时强度曲线近三角形(类似 Rankine 或 Lade 
 

 

(a) oct = 50 MPa 

 

 
(b) oct = 70 MPa 

 

 
(c) oct = 130 MPa 

图 4  Vosges砂岩偏平面上强度曲线的静水压力效应[18] 

Fig.4  Effect of hydrostatic pressures on deviatoric planes of  

Vosges sandstone[18]  
  

准则在偏平面上形状)，随静水压力增大(70 MPa，见

图 4(b))强度曲线演化为六边形(类似 Mohr-Coulomb

准则在偏平面上形状)，到高静水压力(130 MPa，见

图 4(c))时强度曲线逼近圆形(类似Drucker-Prager或

Griffith-Murrel 准则在偏平面上形状)。众多学者研

究显示，大多数硬岩强度均具有类似 Vosges 砂岩的

静水压力效应。 

(4) 应力 Lode角效应 

应力 Lode 角效应即静水压力为定值的偏平面

上强度曲线随着 Lode 角变化，其反映了硬岩强度

对应力状态或应力路径的依靠性，同时也反映了硬

岩强度的拉压异性，这将在下节详细讨论。据图 4

试验结果可知，硬岩强度应力 Lode 角效应的强弱

受静水压力的影响。黄书岭等[6]指出，静水压力存

在 2 个门槛值 1I 和 2I ，低于 1I 时应力 Lode 角效应

显著。当静水压力介于 1I 和 2I 之间时，不存在或存

在较弱应力 Lode 角效应，低于 2I 范围内硬岩表现

为剪切屈服。当静水压力高于 2I 后，应力 Lode 角

效应又变得显著，此时硬岩表现为(近)体积屈服。

大多数硬岩的 2I 水平较高，硬岩强度准则一般不考

虑高于 2I 时的影响。 

(5) 拉压异性效应 

岩土材料的拉压异性是与金属材料不同的一个

特性。大量试验显示，岩土材料的单轴抗拉强度只有

单轴抗压强度的 1/20～1/5。图 5给出了不同硬岩拉

压强度比差异。可见，几种硬岩单轴抗压强度在单轴

抗压强度的 3%～11%，工程上通常将拉压强度比作

为评估岩石脆性程度的指标，该值越低说明其脆性

越强。硬岩的拉压异性还反映在三轴拉压强度差异

上，因中间主应力效应的存在，三轴压缩强度( 1＞  

2 3  )通常小于三轴拉伸强度( 1 2 3   ＞ )[14]。 
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图 5  不同硬岩拉压强度比差异 

Fig.5  Differences of tensile and compression strengths of  

different hard rocks 

 

2.2 卸荷路径下硬岩强度(准则)特征 

众多学者对卸荷路径下硬岩强度进行了大量试

验研究工作，但真三轴卸荷试验较少而多为卸围压

试验。本文收集了国内多种硬岩三轴卸荷试验数据，

包括锦屏二级水电站 5
2yT ，T2b

[19]和 2zT 组大理岩[20]

和 3T 组砂岩[21]、三峡花岗岩[22]、大岗山花岗岩[23]、

峨眉山玄武岩[24]和张马屯铁矿灰岩[25]，其中锦屏二

级水电站 5
2yT 大理岩数据为笔者试验结果。 

图 6给出了几种硬岩子午面上卸荷强度特征。

锦屏二级水电站各层组大理岩和三峡花岗岩卸荷强

度在单轴抗压强度应力水平范围内随静水压力增大

而近线性增大。锦屏二级 3T 组砂岩、峨眉山玄武岩

和张马屯铁矿灰岩的卸荷强度在相对较低静水压力

时呈直线规律增大，但当静水压力增大到一定程度

后，3 种硬岩卸荷强度偏离直线规律，增加速度有

所减慢。上述不同硬岩卸荷强度规律说明硬岩卸荷

强度也存在静水压力效应。与加荷路径下硬岩强度

的静水压力效应对比可知，卸荷与加载路径下硬岩

强度分布规律具有相似特征。 

 

 

(a) 锦屏二级水电站大理岩 

 

 
(b) 5个地方不同岩性硬岩 

图 6  几种硬岩子午面上卸荷强度特征 

Fig.6  Unloading strength characteristics on meridian planes  

of several hard rocks  
 

2.3 加、卸荷路径下硬岩强度(准则)共性特征 

对上述各向同性硬岩复杂应力状态下加荷和卸

荷强度特征的分析可知，硬岩强度准则有如下共性： 

(1) 通常情况下，各向同性硬岩的强度准则在

主应力空间内为光滑、外凸的空间曲面。由于体积

屈服应力水平较高，该曲面封闭于拉伸区而在压缩

区开口且向外扩展。 

(2) 硬岩强度准则要能反映上述的中间主应力

效应、最小主应力效应、静水压力效应、应力 Lode

角效应和拉压异性等硬岩基本强度特征。在低压力

区，极限面在偏平面的迹线为一外凸、光滑的非圆

曲线，多为曲边三角形；随静水压力提高，逐渐趋

于圆形。在子午线上也为一外凸光滑曲线，随着静

水压力增加，破坏面逐步扩大，且高静水压力时可

表现出非线性特征。拉伸子午线与压缩子午线有不

同的变化规律，两者在偏平面上的拉压强度比从低

静水压力区的 0.5 逐步向高静水压力区增大到接近

于 1.0。 

(3) 与黄书岭等[6]论述类似，各向同性硬岩强度

准则可统一表达为 Zienkiewicz 一般形式或其修正

形式： 
2

2( )
( )

q
F p q p p k

g


  


 
     

 
， ，    (1) 

或 

1 2 2 m 1 s( ) ( ) ( )F I J J F I F   ， ，     (2a) 

或 

oct oct oct m oct s( ) ( ) ( )F F F       ， ，    (2b) 

其中， 

31
3 2
2

3 31
sin

3 2

J

J

 

   
 

/
           (3) 

式中：  为应力 Lode 角；p， 1I 和 oct 分别为平均

应力、应力张量第一不变量和八面体正应力；q， 2J ，
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3J 和 oct 分别为广义剪应力、应力偏量第二、三不变

量和八面体剪应力； 2p p k   ， m 1( )F I 和 m oct( )F 
均为子午面上强度准则形函数； ( )g  ， s ( )F  和

s ( )F  均为偏平面上强度准则形函数。该一般形式

将强度准则分解成子午面和偏平面 2个形函数，这

方便了经验类强度准则的研究，根据试验结果可分

别构建 2个函数形式。 

 

3  均质各向同性硬岩统一应变能强
度准则 

 

笔者在充分理解均质各向同性硬岩强度特性

和 Zienkiewicz一般形式基础上，进一步发展黄书岭

等[6]的研究成果，提出了各向同性硬岩统一应变能

强度准则。该准则在八面体应力空间内表述，基本

形式如下： 

oct oct oct oct
m s

0 0 0 0

( )F F F
C C C C 
   

 
   

    
   

， ，   (4) 

式中： 0C 为硬岩的单轴抗压强度； oct ， oct ，

oct
m

0

F
C

 
 
 

和 s ( )F  可分别表示为 

oct 1 2 3

1
( )

3
                (5) 

2 2 2
oct 1 2 1 3 2 3

1
( ) ( ) ( )

3
              (6) 

2

oct oct oct2
m

0 0 0

n

F
C C C

  
  
      
        
       

   (7) 

s

π 1
cos arcsin

6 3
( )

π 1
cos arcsin( sin 3 )

6 3

F 



 


  

  
 

   

     (8) 

式中： ，  和  均为岩石材料参数；n 为静水压

力效应指数，反映静水压力作用效应的材料参数，其

变化范围为 0～1。 

3.1 子午面形函数特性及系数确定 

硬岩强度的子午面形函数有多种类型。郑颖人

等[8]给出双曲线型、抛物线型和椭圆型的子午面形

函数及相应参数。黄书岭等[6，26]提出和引用了双曲

线型子午面形函数。C. S. Desai等[9]提出了多项式型

或截断多项式型子午面形函数。X. L. Du等[27]提出

了幂函数型子午面形函数。事实上，硬岩强度子午

面形函数范围更广，可以为线性函数也可为非线性

函数，这取决于岩石强度特性和经验类强度准则的

拟合误差要求。 

本文采用黄书岭等[6]基于有效应变能的双曲线型

子午面形函数，即式(7)。该形函数实质是 Wiebols- 

Cook强度准则的改进型和Desai多项式型强度准则

的截断型。该形函数能充分反映低静水压力时张性

微裂纹控制的脆性破坏和高静水压力时摩擦滑移控

制的延性破坏的物理机制。因此，基于此形函数建

立的强度准则是建立在硬岩脆性和延性破坏的物理

基础之上，有别于数据拟合经验类的强度准则。 

式(7)中的参数可根据如下硬岩强度性质来确

定： 

(1) 大量硬岩试验数据显示，n 可表示为一定

值，一般取 0.5。 

(2) 强度准则式(4)，过单轴压缩试验点( 0 / 3C ，

02 / 3C )且 π / 6   和单轴拉伸试验点( 0 / 3T ，

02 / 3T )且 π / 6  (其中 0 0C＞ 和 0 0T＜ 分别为单

轴压缩和拉伸强度，以压为正，拉为负)，将上述试

验点代入式(4)可得 

2

2 2
1 02

0 2
1 0

1
(2 3 )

9

2( )1
( 1)

3 ( 1)

  

 
  

 

   

      

     (9) 

0
0

0

1

π 1
cos arcsin

6 3
π 1

cos arcsin
6 3

T

C


 


 

  

          

       (10) 

式中： 0 为单轴拉压强度比； 1 为三轴拉压强度比，
反映了式(8)中偏平面形函数的 2个参数 和之间
的关系。事实上， 1 随着静水压力变化，可将其表
示成静水压力的函数： 

oct

0

exp

1

3 sin

3 sin

C







 
  
  

   
         (11) 

式中： 为材料常数，可根据试验数据拟合获得。
式(11)说明，随静水压力增大三轴拉压强度比逐渐趋

近于 1 且 10.5 1≤ ≤ 。对比节 2.1 中(4)应力角 Lode

角效应分析可知，通常硬岩三轴拉压强度比远大于

单轴拉压强度比。 

(3) 三轴压缩条件下，较高静水压力时强度曲

线趋近于Mohr-Coulomb准则的包络线，即统一强

度曲线斜率等于Mohr-Coulomb准则包络线斜率，
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则有 

oct oct

oct oct

d 2 2 sin

d 3 sin

  
  


 
 

       (12) 

由此可得 

2 2 sin

3 sin







             (13) 

式中：为硬岩的内摩擦角。将式(9)，(10)和(13)

代入式(7)则得到硬岩强度准则子午面形函数。 

图 7给出了硬岩强度指标对子午面形函数系数

的影响关系。可知，系数 与内摩擦角有关，控
制着子午面上强度曲线开口的大小，如图 7(a)所示。

0C 控制着子午面上强度曲线所包围应力空间范围

的大小，如图 7(b)所示。单轴拉压强度比 0 控制着
负静水压力区包含应力空间范围的大小和强度曲线

在 oct - oct 坐标轴上截距的比例关系，如图 7(c)所示。 
 

 
(a) 对子午面形函数的影响 

 
(b) 0C 对子午面形函数的影响 

 
(c) 0 对子午面形函数的影响 

图 7  硬岩强度指标对子午面形函数系数的影响关系 

Fig.7  Coefficient influence relation of shape function on  

meridian planes 

3.2 偏平面形函数特性及系数确定 

由各向同性硬岩强度共性分析可知，在八面体

偏平面上强度曲线为凸曲线且存在静水压力和应力

Lode角效应。为此，本文提出了式(8)三角函数表示

的形函数，该函数含有 2 个参数和，两参数范
围为 0 1≤ ≤ ， 0 1≤ ＜ 时保证强度曲线外凸。图 8

给出了硬岩统一强度准则偏平面上形状。由图 8(a)

可知，参数决定分段线性准则的边数，当 1  时，
强度曲线为三角形的 Rankine 或 Lode 准则形状；当

0  时，强度曲线为正六边形的 Tresca准则形状；

当 0.5  时，强度曲线为不规则六边形的 Mohr- 

Coulomb 准则形状。由图 8(b)可知，参数控制着
拉压强度差异程度和强度曲线的由分段线性准则到

圆形准则的过渡程度。当 1  时，强度曲线为分段
线性函数。当 0  时，强度曲线为圆形的 Drucker- 

Prager准则形状。特别的，当非常接近，且 1 
时，各分段线性强度准则角点被圆角化，形成各种

角隅强度模型。
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a) 1   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(b) 0.5   

图 8  硬岩统一强度准则偏平面上形状 

Fig.8  Shapes of unified strength criterion on deviatoric planes  

of hard rocks  
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式(8)建立的偏平面上形函数可刻画 2种情况下

硬岩静水压力效应和应力 Lode角效应。 

(1) 静水压力效应不明显，即三轴拉压强度比

不随静水压力变化。此时可设置参数 和中一个
为定值，另一个为三轴拉压强度比 1 的函数。可令

0.99  来确保偏平面内强度曲线光滑无角点，
参数可由式且令 1  来确定，由此可得

1

1

3(1 )6
arctan

π 1





 

  
  

         (14) 

其中，

1 (3 sin ) /(3 sin )      

也可令参数 为定值，如 1  或 0.5  。参数

可由下式求取：

1

1

1 1
sin 3arctan

1 tan( π / 6)




 
         

    (15) 

式(15)中： 的取值范围与材料的三轴拉压强
度比 1 有关，由下式给出： 

1

1

3(1 )6
arctan 1

π 1





 
 

  
≤ ≤        (16) 

 主要由材料性质决定，即岩石越脆其偏平面
强度曲线越接近于三角形。 

(2) 静水压力效应显著，即三轴静水压力比可

用式(11)表达。此时，同样可令 0.99  ， 1 则由
式(11)确定，而后代入式(14)求取参数。或令参数
 为定值，由于 值决定着低静水压时偏平面上强

度曲线形状，因此可将 值在满足式(16)限定条件

的前提下，趋近于，即破坏曲线形状更接近于三角

形。再将式(11)代入式(15)求参数。于是，强度曲

线在偏平面上的形状可由(曲边)三角形过渡到(曲边)

六边形，甚至可演化为圆形，这可充分表达节中

(3)静水压力效应所述的硬岩强度特性。

3.3 硬岩统一应变能强度准则及参数的确定 

确定了子午面形函数式(7)和偏平面形函数式(8)

后，将其代入式(4)中，即可得到硬岩统一强度准

则。 

该强度准则共需要 5个参数，分别为， 0 ，

1 ，和。但 和可分别根据式(14)和(15)来确

定，因此实际参数个数将减少为 3个。可通过常
规三轴试验求取。 0 可根据单轴压缩试验和单轴拉
伸试验来确定。 1 需要三轴试验数据拟合式(11)来

得到。如果强度偏平面形状受静水压力较小时则可

根据来确定，见节 3.2 所述。可见，提出的硬岩

强度统一准则可由常规试验确定其参数，便于应

用。

此外，将本文提出来的硬岩强度准则称为硬岩

统一应变能强度准则有 3个原因：其一，该准则建

立在 Zienkiewicz 强度准则一般形式的基础上，重点

反映硬岩强度特性；其二，式(4)，(7)和(8)通过参数

的调整可扩展到强度理论的更广范围，包含众多现

有强度准则，即该准则表达了一族强度准则，表 1

列举了硬岩统一强度准则所包含的部分现有常用准

则及系数值，方便数值计算中直接应用；其三，该

准则偏平面强度实质上是由有效应变能为基础的

Wiebols-Cook强度准则改进后获得，是能量为基础

的准则形式。 

 

4  均质各向同性硬岩统一应变能强
度准则的验证 
 

强度准则的验证过程是指评价强度准则是否能

够反映岩石强度规律，是否具有较高的预测精度。很

多学者提出了统计评估方法来评价强度准则的适用

性和获取强度准则最优拟合参数，如L. B. Colmenares

和M. D. Zoback[28]通过对比拟合偏差平均标准差方法

分析了 Mohr-Coulomb，Hoek-Brown、修正 Wiebols- 

Cook、修正 Lade，Drucker-Prager和 Mogi–1967 及

Mogi–1971等强度准则对包括KTB角闪岩、Dunham

白云岩、Solenhofen 石灰岩、Shirahama 细砂岩和

Yuubari 页岩在内的 5 种岩类强度预测能力和各准

则的最优拟合参数；尤明庆[29]通过比较最小拟合偏

差绝对值之和方法开展了Mohr-Coulomb，Fairhurst，

Hoek-Brown及广义 Hoek-Brown、二次多项式型和

指数型等强度准则对 6 种岩石类型强度的拟合精

度评估及最优拟合参数确定方法研究工作；Q. Zhang

等[30]在提出修正 Mohr-Coulomb 准则后通过对比拟

合偏差评估了所提出准则的适用性。基于上述研究

成果，同样采用对比拟合偏差方法来验证本文所提

出准则的拟合精度和适用性。采用下式可获取实际

岩石强度与预测强度之间的拟合偏差： 

2
s 1

1 1
( )

i j

s
m n

           (17) 

通常，评估多轴强度准则的预测精度时需要分

析 2 个方面内容：(1) 评估偏平面形函数准确性， 
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表 1  硬岩统一应变能强度准则典型特例 

Table 1  Typical examples of unified strain energy strength criterion for hard rock 

强度准则 n           

von Mises准则 1.0 0 0 2 / 3  0.0 0 

Tresca准则 1.0 0 0 
π

6 cos
6

3cos









  
 

 
1.0 1 

Mohr-Coulomb 
准则 

1.0 0 0

π
6 sin cos

6

1
3 cos sin sin

3

π π
cos

6 6

C



 

 

  



      
     

 
   

0

π
6 cos cos

6

1
3 cos sin sin

3

π π
cos

6 6

c

C



 

 

  



      
     

 
   

 2

6
arccos

π

3

3 sin 



 
 
  

 　 

外角外接圆锥 
2 2 sin

3 sin







 

0

2 2 cos

(3 sin )

c

C




 
内角外接圆锥 

2 2 sin

3 sin







 

0

2 2 cos

(3 sin )

c

C




 

Drucker- 
Prager 
准则 

内切圆锥 

1.0 0 

2

2 2 sin

3 sin








 

2
0

2 cos

3 sin

c

C




 

0.0 0 

MSDP准则[31] 

2

2 2 2
1 1 1 2

2 2 2

( 2 )

(1 ) sin (45 1.5 )

J b

I a I a

b b




 

 
  °-

 

2sin

3(3 sin )








 

2

2 t
c

1 c t 2
c t

b1
( )

2 6 ( )
a


 

  

   
   


 

t
c 2

2
2 c t

c t3( )
ba


  

 

  
  

 
  

 

0.5 6  
2

1

0

4a

C




 

2
2
2
0

2

3

a

C


 

1.0 

满足 

π 1
cos arcsin

6 3
π 1

cos arcsin
6 3

b







  
 
  
 

的任意  值，可充
分逼近MSDP准则

Modified Weibols-Cook 
准则[32]

 2
2 1 1J A BI CI  

 

1 3 0

1 3 0

1 3 0

27

2 ( 1)

( 1) 1

2 (2 1) 2

C
C q C

c q C q

C q C q






 
  
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     

 

1 0(1 0.6 )iC C   
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1.0  1/2

03 6CC  6B 
0

2

3

A

C
  

广义应变能强度准则[6] 

oct oct
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c c
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  
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    

  

  

 

子午面形函数相同，参数相同 

令偏平面形函数相

等后求取的值，可

充分逼近广义应变

能强度准则

 



                 
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可通过比较强度准则反映中间主应力效应的准确程

度来完成，需真三轴试验数据；(2) 评估子午面形

函数准确性，可简化为评估强度准则对三轴试验数

据的拟合效果。此外，存在 2种强度准则参数获取

和强度准则精度评估方法：其一，通过参数搜索获

取最优拟合参数，而后对比采用最优拟合参数时各

强度准则拟合精度的优劣；其二，通过三轴试验数

据获得的强度准则参数，而后对比采用该参数时强

度准则拟合精度的优劣。2 种方法均能达到评估强

度准则预测能力和评价强度准则在反映硬岩强度特

性上存在的差异的目的，只是前者可获得最优拟合

参数而后者不保证采用的参数是最优的，但用三轴

试验获得强度参数方法很利于工程应用，正如 L. B. 

Colmenares和M. D. Zoback[28]
研究发现，在足够广

泛的围压范围内高质量的三轴试验获得的强度拟合

参数与真三轴试验数据获得的强度拟合参数比较接

近，用三轴强度拟合参数替代真三轴拟合参数可简

化试验研究过程，也便于工程应用。因此，本文不

采用全局搜索最优拟合参数的方法来分析强度准则

的预测能力，而直接从常规三轴试验数据获得强度

准则参数，利用节 2总结的多种硬岩试验数据来验

证提出强度准则的适用性和有效性。 

4.1 中间主应力效应验证 

本文提出的硬岩统一应变能强度准则最重要的

改进是偏平面形函数的形式，它决定了强度准则是

否能够较好地反映岩石中间主应力效应以及岩石抗

压强度与抗拉强度的差异。实际上，多轴应力状态

与单轴或双轴应力状态造成岩石强度性质差异也主

要反映在中间主应力效应上。大量真三轴试验数据

已经证明，无法刻画中间主应力效应的强度准则在

预测多轴应力状态下岩石强度时预测偏差是非常大

的，这将在下面论述中可以清晰发现，如 Mohr- 

Coulomb 和 Hoek-Brown 等不考虑中间主应力为基

础的强度准则的预测偏差均较大。可见，验证多轴

强度准则的预测能力时，中间主应力效应的验证是

重中之重。利用 5种不同类型岩石的真三轴试验数

据验证本文提出的准则能否较好地刻画岩石中间主

应力效应，这些岩石分别为 Shirahama 细砂岩、

Dunham 白云岩、KTB 角闪岩、Solenhofen 石灰岩

和Westerly花岗岩，选择这 5种岩石的原因在于这

些试验成果得到了国际学术界的认可，试验成果可

信，相对精度也很高；更重要的是这些试验岩石的

三轴试验成果可获取，方便了本文提出强度准则参

数的确定。 

图 9给出了本文提出强度准则计算结果曲线与

实际测试强度数据点对比。直观上可发现，本文提

出的强度准则总体上已能反映 5种岩石不同程度的 
 

 
(a) Shirahama细砂岩 

 

(b) Dunham白云岩 

 

(c) KTB角闪岩 

 

(d) Solenhofen石灰岩 

 
(e) Westerly花岗岩 

图 9  本文提出强度准则计算结果曲线与实际测试强度数据 

点对比 

Fig.9  Comparison of calculation results and testing strength 

data 
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中间主应力效应，说明该准则能够反映岩石强度随

中间主应力增大而呈现出的先增大后减小的变化规

律。表 2 给出了本文提出强度准则的参数计算结

果，这些参数由 5种岩石三轴压缩试验结果确定，

而非全局搜索获得的最优拟合参数。该确定参数方

法一定程度上接受了岩石多轴强度是可以通过三轴

强度参数而预测分析的假设前提。 
 
表 2  本文提出强度准则的参数计算结果 

Table 2  Parameters of the unified strain energy strength criterion 

岩性 0C / 

MPa 

 / 

(°) 
    

0  1  
平均拟

合偏差/
MPa

Westerly花岗岩 201 49.5 1 0.973 4 0.067 9 0.591 20 42.77

Dunham白云岩 257 42.5 1 0.898 2 0.172 0 0.632 40 19.59

KTB角闪岩 165 47.2 1 0.932 8 0.110 9 0.606 97 67.97

Solenhofen石灰岩 293 24.4 1 0.646 0 0.213 0 0.757 90 24.59

Shirahama细砂岩  55 38.6 1 0.655 7 0.314 0 0.861 00  9.75
        

 

为量化本文提出准则的整体预测精度，采用

式(17)计算了 5 种岩石的平均预测偏差标准差，如

表 2所示。本文提出强度准则计算的 5种岩石强度

的整体偏差程度有所差异，偏差最小的是 Shirahama

细砂岩，为 9.75 MPa，而偏差最大的是 KTB角闪

岩，为 67.97 MPa，预测偏差的大小不仅取决于准

则的优劣，还取决于岩石强度试验结果的离散程度。

对于同一试验测试结果，根据拟合偏差的大小可对

比不同强度准则的预测精度，一定程度上可反映准

则的适应性。基于这一点，将本文提出准则的预测

偏差程度与 L. B. Colmenares和M. D. Zoback[28]的

研究成果进行对比，可说明本文提出准则在反映中

间主应力效应的能力上是优于还是劣于现有强度准

则。Colmenares 等分析了 Mohr-Coulomb，Hoek- 

Brown、修正 Wiebols-Cook、修正 Lade，Drucker- 

Prager和Mogi–1967及Mogi–1971等强度准则预

测的平均预测偏差标准差，采用格子搜索方法确定

了各准则的最优拟合参数，获得平均预测偏差标准

差[27]如图 10 所示。将本文提出准则的平均预测偏差

标准差与其他准则进行对比分析发现，本文准则拟合

精度总体上稍优于其他几种准则，说明本文提出强度

准则总体上能够较好刻画岩石中间主应力效应规律。 

4.2 子午面形函数验证 

子午面上验证过程中需要保证应力 Lode 角为常

数，然而除了三轴压缩试验能保证 Lode 角为－30°

以外，其他 Lode 角量值的试验结果是比较难获得

的，这给子午面形函数的验证带来了一定困难。目

前，只能验证 Lode角为－30°的子午面形函数特征， 

 

 

 

 

 

 

图 10  不同准则强度平均预测偏差标准差[27] 

Fig.10  Average standard deviation of different strength  

criteria[27]  
 

图 11给出了 5种岩石子午面上强度及本文提出准则

预测结果对比，由此可知，Dunham 白云岩在高静

水压力时与本文准则略有差异外，其他岩石子午面

上强度与本文准则预测结果差异较小，Dunham 白

云岩的差异主要是因为该岩石静水压力特征显著，

而本文为了简化计算过程中将准则中  参数设定
为零值，如调整式(11)中 参数仍可达到比较满意
的拟合效果。可见，本文强度准则能够反映硬岩子

午面上强度特征规律，主要表现为静水压力效应。 

 

 
图 11  5种岩石子午面上强度与本文准则预测结果对比 

(Lode角为－30°) 

Fig.11  Comparison of calculation results and testing data 

on meridian strength plane of five rocks(Lode angle 

is －30°) 

 

综上所述，本文提出的强度准则可较好地刻画

均质各向同性硬岩强度的共性特征，为量化硬岩强

度提供了新的工具，具有一定的应用前景。 

 

5  结  论 
 

(1) 本文系统总结了国内外硬岩三轴和真三轴

加、卸荷试验成果，并深入分析了硬岩多轴应力条

件下的加荷强度特征和卸荷极限承载强度特征，论
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述和揭示了硬岩加、卸荷强度基本特性，主要包括

中间主应力效应、静水压力效应、最小主应力效应、

应力 Lode角效应和拉压异性效应。 

(2) 基于 Zienkiewicz一般形式和其强度准则的

构建思想，即强度准则可表达为子午面形函数和偏

平面形函数 2个函数形式。为了更好地反映硬岩强

度的基本特性，尤其是中间主应力效应，以及为了

使强度准则具有统一特性，提出了新的两参数偏平

面形函数形式，与建立在能量理论基础上的附加应

变能双曲线型子午面形函数形式相结合，建立了新

的均质各向同性硬岩强度理论——统一应变能强度

准则。 

(3) 用所建立的统一应变能强度分析多种硬岩三

轴和真三轴加、卸荷试验数据后发现，该强度准则相

比Mohr-Coulomb，Hoek-Brown、修正Wiebols-Cook、

修正 Lade，Drucker-Prager和Mogi–1967及Mogi–

1971等准则具有更高的拟合精度，从而验证了硬岩

统一应变能强度准则的适用性。为深部岩体工程灾

害问题分析和计算提供了强有力的理论模型。 

(4) 各向同性硬岩统一应变能强度准则通过参

数调整可派生出多种现有强度准则形式，说明了该

准则具有一定的统一特性，并给出了典型准则的参

数列表。 

以上研究成果建立在前人大量试验研究成果基

础上，重点研究硬岩强度的共性特征。至于某些硬

岩存在其个性特征则需要更深入的试验研究来揭

示，随之硬岩的强度准则也将给予必要的修正来反

映这些特有强度规律。 
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