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摘要：首先完善上下加载面模型中超固结状态参数 R与结构性状态参数 R*的定义，给出上下加载面修正剑桥模型

更具普适性的推导过程；然后介绍考虑黏聚力的上下加载面修正剑桥模型的半隐式本构积分算法及数值实现过程，

并基于 ABAQUS软件所提供的用户材料子程序 UMAT接口编制上下加载面修正剑桥模型本构子程序；利用该模

型模拟不同工况以及不同加载方式下超固结和原状土体的力学特性，以验证该本构模型对原状超固结土体的模拟

能力以及所编写子程序的正确性和可靠性；最后进行 Boom Clay三轴固结不排水剪切试验的模拟，完成将上下加

载面修正剑桥模型应用于工程实际的关键一步。 
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Abstract：The definitions of overconsolidation state parameter R and structural property state parameter *R is 

further perfected firstly and a more popular derivation of this model is offered. Then the numerical implementation 

is completed based on the semi-implicit algorithm and the constitutive subroutine is compiled by using UMAT in 

ABAQUS for the improved model considering the cohesion. Finally，the complicated mechanical properties of the 

overconsolidated and undisturbed soil are simulated under different conditions and various loading types. The 

result implies that the model owns excellent simulation capabilities and the UMAT subroutine ensures sufficient 

accuracy and stability. Therefore，the key step to apply this constitutive model into engineering practice has been 

successfully accomplished. 

Key words：rock mechanics；super-subloading surface；modified Cam-Clay model；intergration algorithm；
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1  引  言 

 

地下空间的开发是人类不断拓展生存空间的

主要途径之一，随着地下工程建设规模和涉及领

域的不断扩大，富水软弱土层及软岩地层岩土工程

的开挖与支护成为地下工程中遇到的又一新问题。

隧道与基坑等开挖工程中，岩土体不同部位经受不
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同的加载、卸荷等复杂的应力路径，引起静水压力

与剪应力不同程度的变化；而经典土力学弹塑性理

论(包括剑桥模型)认为，岩土介质塑性应变只存在

一个屈服面，在加载过程中屈服面内部的应力–应

变关系被假定为弹性行为，卸载再加载过程中不可

产生塑性累积变形，如图 1(a)所示。事实上，正常

固结状态岩土材料一旦卸载后就处于超固结状态，

由试验可知，其在超固结状态下再加载过程中，仍具

有塑性变形且在加卸载循环过程中不断累积，如

图 1(b)所示。另外，对于原状土体，其堆积过程中

在自身的物理化学作用及环境变化的影响下而形

成一定的联结和聚合体进而表现为岩土体的结构

性。工程或试验中，由于后续加载过程搅乱并破坏

了联结性，从而造成结构性的渐进消失，表现出

重塑土与自然堆积土在压缩与剪切过程中的显著

差异性。 
 

 

(a) 经典弹塑性理论 

 

 

 

 

 

 

 

(b) 实际土体的加、卸载 

图 1  经典弹塑性理论与实际土体的加、卸载应力–应变关系 

Fig.1  Relation between deviatoric stress and axial strain of  

classical elastoplastic theory and actual soil 
 

富水软弱原状岩土介质具有与坚硬岩石不同的

特殊力学特征，诸如在较低的静水压力作用下产生

塑性体积变形、超固结和结构性以及卸载再加载过

程的累积塑性变形等特性，因而其在外部荷载和周

围环境的共同作用下其力学响应十分复杂。岩土工

程中广泛采用的莫尔–库仑准则，能较好地描述岩

土材料的强度特性和破坏行为，但涉及变形和固结

分析问题时该模型在理论和实践中均有一定的不

足。基于等向加载试验建立起来的剑桥模型，是第

一个能够比较准确地描述土特性的力学体系，为近

代土力学的弹塑性理论奠定了基础[1-2]。然而，由于

剑桥模型基于正常固结试验推导而来，子午面上临

界状态线通过应力坐标原点，表现为不考虑土体黏

聚力的纯摩擦型本构，而绝大多数的岩土介质具有

一定的黏聚力，属摩擦–黏聚型材料，即岩土本构

模型必须含有黏聚力项；同时，剑桥模型只适合于

正常或轻微超固结的重塑黏土，难以描述超固结土

的硬化、软化和剪胀等应力–应变特性以及应力路

径的影响；从而建立比较全面的塑性模型已成为岩

土力学最活跃的研究领域之一。 

K. Hashiguchi等[3-12]近年发展的上下加载面(上

下负荷面)模型对于描述土体超固结和结构性特征

具有不可比拟的优势。K. Hashiguchi[3-5]提出下加载

面概念，物理意义明确，能连续平滑的刻画超固结

土的弹塑性应力应变关系；之后，张 锋等[2，6]基于

土的密度的概念通过引入正常固结与超固结态土体

的孔隙比之差 发展了新的下负荷面表达，并进行
了原始剑桥模型下负荷面模型的显式数值实现；孔 

亮等[7-8]于 2003年最早将下加载面的概念引入国内，

并基于其改进了殷宗泽椭圆–抛物线双屈服面模

型；詹云刚等[9]基于次加载面理论改进了考虑土体

初始各向异性的 ALPHA 模型并进行了数值实现；

黄 雨和周子舟[10]基于下加载面概念开发了原始剑

桥模型子程序，然而该模型基于原始剑桥模型，不

符合热力学定律，且只能反映超固结黏土的应力–

应变特性，对于工程实际中广泛存在的原状土体结

构性仍然难以进行有效刻画；A. Asaoka 等[11-12]于

2000 年初提出并发展了能够考虑原状土结构性的

上加载面概念，其与下加载面模型结合，可有效考

虑结构性和超固结特性及塑性累积变形；但模型的

推导仍基于屈服面为锥面的原始剑桥模型进行，超

固结状态参数 R 与结构状态参数 R*的定义不甚明

晰，限制了该新型模型的推广和使用。 

可见，考虑黏聚力的上下加载面修正剑桥模型

可以较好克服上述缺点，能够表达原状岩土介质的

摩擦–黏聚特性、结构性及超固结等力学特性。将

上下加载面修正剑桥模型予以数值化并加以工程应

用，国内外鲜有先例。因此本文以 ABAQUS 软件

为平台，采用 Fortran 语言完成上下加载面修正剑桥

模型(super-subloading modified Cam-Clay model)的

数值实现工作，并通过各种工况和不同加载方式的

模拟验证了程序的可靠性，为将此类高级模型进行

工程应用奠定基础。 
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2  上下加载面修正剑桥模型 
 

2.1 上下加载面及特点 

上下加载面理论认为原状超固结状态土体存在

3个应力状态面：即正常固结屈服面(传统修正剑桥

模型的屈服面)和与正常固结屈服面几何相似的上

下加载面。正常固结屈服面是一个物理曲面，是由

重塑土在其固结历史上曾受过的最大静水压力来确

定的，上下加载面是 2个假设的曲面。由于结构性

的缘故而存在一个比正常固结屈服面要大一些的上

加载面，该面可以看作是原状土体结构性未完全丧

失时应具有的屈服面，随着荷载增加，塑性变形发

生过程中该面不断缩小，当土体完全扰动、结构性

消失时，上加载面与正常固结屈服面重合，该过程

是不可逆的。如果土体卸荷至某一个新的应力状态，

则此时存在一个比正常固结屈服面小，处于正常固

结屈服面内的下加载面，该面上各应力点均为超固

结状态点，不管在加载还是卸载状态下都始终通过

当前应力点而扩大或缩小，当与正常固结屈服面重

合时超固结状态消失，其后正常固结屈服面即为经

典弹塑性理论中的塑性屈服面，该过程是可逆的。 

2.2 上下加载面修正剑桥模型 

土的摩擦特性是其区别于金属材料的一个非常

重要的特性，除了剪应力对变形特性有影响外，静

水压力也在很大程度上影响着土的应力–应变关

系，所以常在 p-q 平面研究其屈服特性。修正剑桥

模型由于符合热力学定律，且屈服面光滑而较原始

剑桥模型更具优势，故本文特进行上下加载面修正

剑桥模型的推导与数值化，文中公式表达及数值实

施，均在 p-q 平面进行。考虑黏聚力的上下加载面

修正剑桥模型如图 2所示。 

 

 

图 2  p-q空间中的上下加载面示意图 

Fig.2  Sketch of super-subloading in p-q space 

 

q为 p-q平面临界状态线在 q轴的截距，其表

达式为 

3 cos

3cos sin sin

c
q

 


  




 

推导过程见袁克阔等[13]的相关研究成果。为

了在理论上清楚地用弹塑性理论对超固结土及带

有结构性的自然堆积土的力学特性进行准确描述，需

引入超固结状态变量 R 及结构状态变量 *R 。张 锋

等[2，14]给出的 R与 *R 的定义分别为 

o o

s s

=
p q

R
p q

 ， * n n

s s

p q
R

p q
          (1) 

式中： o op q， 均为下加载面(当前)应力状态； n np q，

均为正常固结屈服面应力状态； s sp q， 均为上加载

面(结构)应力状态。 

该定义的表达不够严密，因为不排水加载过程

中剑桥模型的 p，q此消彼长，等式 o s o s/ /p p q q

与 n s n s/ /p p q q 显然难以保证时刻满足，式(1)的定

义当然也就难以保证时刻有效，比如说在各向同性

加载静水压力的情况下，存在 p，但各广义剪应力

q均为 0，式(1)不再成立。故这里将 R与 *R 重新定

义为式(2)，使其时刻存在且富有物理意义，并便于

公式推导，重新定义关系如下： 

oc

sc

=
p

R
p
， * nc

sc

p
R

p
 *(0 1 0 1)R R＜ ≤， ＜ ≤   (2) 

式中： ocp 为下加载面大小， ncp 为正常固结屈服面

大小， scp 为上加载面大小。 

上下加载面修正剑桥模型中，各面几何相似，

故当前应力面(下加载面)函数为 

2
o

o o oc2
( ) 0

q
f p p p

M
            (3) 

式中：M为 p-q平面临界状态线斜率， (6sin ) /M   

(3 sin ) ；为内摩擦角；将式(3)中 ocp 由正常固

结屈服面大小 ncp 表示，则有 

oc nc*

R
p p

R
              (4) 

从而式(3)可化为 

2
o

o o nc2 *
0

q R
f p p p

M R
     
 

       (5a)
 

为便于书写和习惯，式(5a)仍写为 
2

c c nc2 *
( ) 0

q R
f p p p p p

M R
    ，      (5b)

 
式中：p为静水压力， 1 2 3( ) / 3p      ；q为广

义剪应力， 3/(2 )ij ijq s s ， ijs 为偏应力， ij ijs    

ijp ， ij 为应力分量， ij 为Kronecker符号。 



第 32卷  第 4期                   袁克阔等：考虑黏聚力的上下加载面修正剑桥模型及数值实现              • 845 • 

硬化规律为 

*c c c
c nc*

nc

d = d + d + d
p p p

p R R p
R R p

  
  

， p
nnc c vd = dpp    (6) 

式中： p
v 为塑性体应变； 0(1 ) /( )e     ， 为

压缩指数，为膨胀指数。 

对于 R及 *R 的发展，据 K. Hashiguchi[3]的建

议，取 

p

* * * p

d dln

= [1 ( )d d]a

vM
R m R

vM
R R R


 


 

 


 

       (7) 

式中：m，a 均为控制状态参量；R， *R 均为变化速

率的材料参数； pd 为塑性剪应变， p ( ) /d d g    

( )q ，g 为塑性势函数，本文模型采用相关联流动

法则，即取 g = f。 

式(7)中超固结性与结构性的发展仅与塑性剪

应变 pd 有关，没有考虑到塑性体应变的贡献，而
实际中任何形式的塑性变形均能引起超固结和结构

性的变化，故有必要将塑性体应变纳入到二者的退

化规律中。特将式(7)中 pd 写为等效塑性应变 p
dd ，

即 

p p 2 p 2
d d v dd (1 )(d ) (d )A A     ， p

vd d
g

p
  


 (8) 

式中： dA 为塑性体应变与剪应变对于参数 R， *R 发

展的贡献比。 

 

3  模型数值实现 
 

本构模型积分算法的基本思路[15]是假定某时

刻 t (即第 n增量步)的所有变量值已经给出，并给定

了时间步长增量 1it  和总应变增量 1i  (为弹性应

变增量与非弹性应变增量之和)，在此基础上通过数

学算法寻求满足离散本构方程的精确应力解 1i  。

常用的积分算法分为显式算法和隐式算法；本文采

用的积分算法为半隐式回映算法，具体如图 3所示。 
 

 

图 3  隐式本构积分算法迭代示意图 

Fig.3  Sketch of implicit integration algorithm 

基于上下加载面概念的相关联流动法则的修正

剑桥模型数值实现的基本过程如下；下标 i 表示增

量步，上标 k表示迭代步。 

3.1 初始变量计算 

由给定的初始状态( 0
ij ，0e )及相关材料参数，

， nc0p ，可得初始变量： 
2

c0 2

q
p p

M p
               (9a) 

3.2 弹性试算 

试探应力分量 trial 可表示为 
trial e

n d    D              (9b) 

式中： eD 为弹性矩阵， e [ (2 / 3) ] ij klK G    D  

( )ik jl il jkG     ，K 为体积弹性模量，G 为剪切模

量。 

模型弹性计算采用多孔介质非线性弹性，体积

弹性模量和剪切模量分别为 

01 e
K p




 ，
3(1 2 )

2(1 )
G K








      (10) 

式中： 为泊松比。 

3.3 屈服判断 

首先由 trial 计算 trialp ， trials 及 trialq ，并使 trialp   
trial cotp c  ， c c coti ip p c  ， ， ， nc nci ip p ， ，  

cotc  ，进而计算屈服函数： 
trial 2

trial trial
c2

( )
( )

q
f p p p

M
         (11) 

若 f 大于某个容许误差值ERR，则进行塑性修

正，否则为弹性过程，进行下文 3.6 步的计算。本

文设定 ERR = 1×10－5。 nc ip ， 与 c ip ， 分别为第 i+1

增量步开始时刻的正常固结屈服面大小和下加载

面(当前应力状态面)大小。 

3.4 塑性修正 

由于塑性修正的核心方法是 Newton-Raphson 

法求解非线性方程组，故需据所涉及的未知量构造

相应非线性方程组。p-q 空间表达的上下加载面模

型中未知量为 p，q， ncp ，d，R， *R ，本应构造

包含以上 6个未知变量的 6个方程进行迭代。但本

文在程序编写过程发现将 R， *R 与 p，q，d， ncp

同时组成方程组进行迭代，迭代效率较低，由于迭

代步间应变增量、应力增量一般较小，故假定 p，q，

d， ncp 的迭代过程中每个迭代步间 R， *R 保持不

变，将 p，q，d， ncp 计算完成之后再进行 R， *R

的更新，实际计算表明如此处理是正确、可靠的。

具体迭代步骤如下： 

(1) 初始设 k = 0， 0d 0  ，计算误差函数 R = 
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1 2 3 4{ }R R R R， ， ， ，且有 

trial
1 nc( d ) d

g
R p p p p K

p
    


， ，      (12) 

trial
2 ( d ) 3 d

g
R q q q G

q
    


，          (13) 

2

3 nc c2
( d ) ( )

q
R p q p f p p p

M
    ， ， ，  (14) 

4 nc nc0 nc0 nc( d )= d
g

R p p p p p
p

    


， ，    (15) 

其中， 

c2
f

p p
p


 


，

2

2

M

f q

q





 

c nc*
= ( o cot)c tc c

R
p p

R
    

(2) 判断 || ||R 的值；若 || ||R ＞ERR，则继续步

骤(2)～(4)的循环，否则跳出迭代至步骤(5)； 

(3) 方程组的迭代计算： 

1 2 3 3

nc

( )

( d )

R R R R
J

p q p





          (16) 

1 1k k kX X J R   ， nc{ d }X p q p ， ， ，    (17) 

(4) k +1←k，返回步骤(2)继续； 

(5) 状态参数及 cp 的更新： 

由 1 cotip p c    ， nc +1 nc cotip p c  ， 计算

第 i + 1 增量步结束时刻的 p 与 nc +1ip ， ，可得 
*

c nc= ( / )p R R p ，其中 n dR R R  ， * *n *dR R R  ；  

(6) 由 p，q，据 R. I. Borja和 S. R. Lee[16]方法，

联合 trial trial/ || ||ij ijn s s ，不难得各应力分量求解 ijs ，

ij ，塑性应变增量 pd ij 及塑性应变
p
ij 。 

3.5 提供一致切线刚度矩阵 

为了程序迭代求解该增量步内的整体方程组，

在完成每个积分点的应力–应变状态计算后，还需

提供与材料的弹塑性本构关系及其积分算法密切相

关的一致性切线刚度矩阵[15]，即 

T
e e

ep e
T

e

g f

f g
A

   
      
            

D D
D D

D

 

 

       (18) 

式中：A为硬化模量， c c(2 )A pp p p  。 
3.6 变量更新与存储 

由下式进行应变、孔隙比等的更新，并进行状

态变量 STATEV(1：nstatv)的存储： 

p p p
( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1)

e trial p
( 1) ( ) ( 1) ( ) v( 1)

( 1) ( )

d d

d d (1 )d

d

n n n n n

n n n n n

n n

e e

e e e

     

   
  

  



   
    


  

，

，   (19) 

 
4  程序验证 
 
为了验证本文算法及所编程序的精度和可靠

性，特采用一阶八节点的三维实体孔压单元(C3D8P)

进行不同工况与加载方式下的数值模拟。材料参数

为试验所测 Boom Clay原状样参数(见表 1)。 
 

表 1  Boom Clay原状样参数 

Table 1  Parameters of Boom Clay samples 

工况

初试

孔隙

比 0e

压缩

指数



回弹指

数 
泊松

比   
黏聚力

c/ 
kPa 

内摩

擦角
 / 

(°) 

前期

固结压

力 cp / 

MPa 

渗透系

数 k/
(m·s－1)

初始静

水压力

0p /

kPa

正常固结 0.67 0.078 0.010 8 0.3 646.45 18 5.5 10－12 5.5

超固结 0.67 0.078 0.010 8 0.3 646.45 18 5.5 10－12 1.1
           
不考虑不同超固结状态下初始孔隙 0e 的不同，

均取为 0.67。同时，为了便于与软件自带模型计算

结果比较，本节模拟均不考虑黏聚力。  

4.1 重塑土静加载模拟 

不考虑结构性的重塑土体，在正常固结和超固

结状态下，分别保持侧向围压不变，通过位移加载

的方式施加竖向位移 15.2 mm( a = 20%)进行不排

水和排水 2种方式三轴剪切模拟。参数m = 6.0， dA = 

0.95。有效应力路径和偏应力和轴向应变模拟结果

分别如图 4，5所示。 
 

 
图 4  有效应力路径图 

Fig.4  Effective stress path diagram 
 

由图 4，5 可见，所编子程序与软件自带模型

计算结果有很好的一致性，证明本文所用算法及所

编程序是正确的。同时综合图 4，5可见，传统修正 
 

 
(a) 正常固结土不排水剪切 
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(b) 超固结土不排水剪切 

 
(c) 超固结土排水剪切 

图 5  偏应力和轴向应变模拟结果 

Fig.5  Simulation results of deviatoric stress and axial strain 
 

剑桥模型对超固结态土体的模拟结果是突变的，而

上下加载面模型能够很好地模拟超固结态土体连续

平滑地由弹性到塑性光滑转变的弹塑性应力–应变

关系。 

4.2 原状土不排水静加载模拟 

自然堆积状态的原状土体，与重塑/扰动状态土

体的最大区别就是相同孔隙比下，由于其具有结构

性而可以承受比重塑土大的荷载，随着加载过程和

变形的发展而软化。这里对表 1中的正常固结土样

取 3个不同的初始结构状态 *R = 0.2，0.4及 0.6，结

构性衰退参数 a均取 4.0进行模拟，结果如图 6所示。 
 

 
图 6  结构性土偏应力与轴向应变关系曲线 

Fig.6  Relation curves between deviatoric stress and axial  

strain of structured soil 
 

由图 6可见，原状土体由于结构性的存在而在

加载过程中存在软化现象；结构性状态参数 *R 越小

结构性越强，其峰值强度越高；在临近临界状态时

结构性丧失殆尽，各应力差趋于相同值，即残余强

度趋于重塑正常固结态土体强度。 

4.3 重塑土不排水循环加卸载模拟 

工程实践中不论完全扰动还是原状土体，其一

旦卸载后就处于超固结状态，超固结状态土体的再

加载过程中，具有塑性变形且在加、卸载循环过程

中不断累积，为了模拟土体的此类性质，同时为了考

察所编程序在力加载方式下的稳定性和计算精度，取

表 1正常固结土体各参数，保持围压不变，进行轴

向应力差 1 3  由 0→1.0 MPa→0的 2个回合的循

环加、卸载模拟，加、卸载方式如图 7所示，循环

加载条件下应力差与轴向应变关系曲线如图 8所示。 
 

   
图 7  单向循环三轴加、卸载形式 

Fig.7  One-way cyclic triaxial loading configuration 
 

 
图 8  循环加载条件下应力差与轴向应变关系曲线 

Fig.8  Relation curves between deviatoric stress and axial  

strain under condition of circulative loading 
 

由图 8可见，传统修正剑桥模型在循环加、卸

载过程应力–应变曲线在一条线上重复往复，没有

累积变形；上下加、载面模拟却能在加卸载过程模

拟出累积塑性变形，克服了修正剑桥模型中假定初

始屈服面内为弹性变形的缺点，符合实际。同时可

见所编程序计算结果在第一个加、卸载回合中与修

正剑桥模型预测结果基本重合，充分显示了程序的

准确性和算法的可靠性。该模型虽然能够反映超固

结土体在加载过程的累积变形特性，但循环加载过

程中的应力–应变关系是开口的滞回曲线，这与实

际和试验所得的应力–应变滞回环结果有所差距，

这点仍需进一步的改进。 
 
5  试验模拟 
 
应用本文的模型对取于比利时HADES地下实验

室的 Boom Clay原状样的固结不排水三轴剪切试验
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进行模拟。Boom Clay原状样的物理力学参数如表 1

所示，需要补充的参数是原状样前期固结应力 scp 取

为 6.0 MPa[17-18]；试验及模拟过程详见袁克阔等[13，19]

的研究成果。围压为 4.7 MPa条件下的模拟结果与试

验所测结果比较如图 9所示。 
 

 
图 9  Boom Clay原状样偏应力–轴向应变关系 

Fig.9  Relation between deviatoric stress and axial strain of  

Boom Clay sample 
 

由图 9可见，Boom Clay原状样的非线性、塑

性流动特性及软化特性得以充分刻画；同时由图 5(a)

与图 9比较可知，不考虑黏聚力的修正剑桥模型计

算所得 Boom Clay原状样的强度明显偏低，考虑材

料黏聚力指标的改进模型更好地反映其强度特征。

证实了应用剑桥模型进行饱和 Boom Clay原状样力

学特性研究时考虑黏聚力的合理性和正确性。 
 

6  结  论 
 

本文首先完善了上下加载面中超固结 R和结构

性状态参数 *R 的定义表达，详细给出了考虑黏聚力

的上下加载面修正剑桥模型普适性的推导过程；之

后通过半隐式回映算法，进行了模型的数值实现。 

通过不同工况、不同加载方式(位移加载与力加

载)的模拟，显示了该本构模型对超固结和原状结构

性土体的力学特性优异的模拟能力，模拟结果有效

证实了所编程序的正确性和可靠性；并通过模拟

Boom Clay原状样三轴固结不排水剪切试验证明了

所改进模型能很好地反映 Boom Clay原状样复杂的

力学特性，完成了将该本构模型应用于工程实际的

关键一步。 
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