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摘  要：高速铁路路基上的轨道以及附近区域的结构物承受低幅值、高循环振动荷载的反复作用。在此低幅值、高循环荷载

作用下土体会产生不可恢复的应变累积，导致轨道及附近区域结构物发生附加沉降。当前，描述土体的循环变形特征的理论

分为两类：一类是基于经典塑性理论的应力-应变滞回模型（例如边界面模型），另一类是基于循环三轴试验经验规律的应变

累积模型（例如 Bochum 累积模型）。为了能够预测土体在低幅值、高循环荷载作用下的应变累积行为，在前人对土体在低

幅值、高循环荷载作用下大量试验研究的基础上，在经典弹塑性理论的框架下，提出一个土体在低幅值、高循环荷载作用下

的应变累积模型。该模型通过用对数律来描述塑性体应变的累积规律，并以此作为应变累积的大小度量，然后通过修正

Cam-clay 模型的流动准则来描述应变累积的发展方向。最后，通过多组试验结果的模拟，表明所提出的应变累积模型能够较

好地预测土体在低幅值、高循环荷载作用下的应变累积行为，具有广泛的应用前景。 
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Strain accumulation model of soils under low-amplitude high-cycle loading 
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430071, China; 2. State Key Laboratory of Continental Dynamics, Department of Geology, Northwest University, Xi’an 710069, China） 

 

Abstract: High-speed railway track and nearby structures are subjected to low-amplitude and high-cycle loading. Additional 

settlements of track and structures may be caused by irreversible strain accumulation of soils under the low-amplitude and high-cycle 

loading. At present, the theories described the deformation characteristics of soils have two kinds, stress-strain hysteretic model based 

on classical plastic theory, e.g. bounding surface model, and strain accumulation model based on empirical law obtained from the 

cyclic triaxial tests, e.g. Bochum accumulation model. Based on the existing test studies and classical elastoplastic theory, a strain 

accumulation model is proposed to predict strain accumulation behavior of soils subjected to low-amplitude and high-cycle loading. 

The model describes the accumulation law of plastic volume strain via a logarithmic law; and it can measure the strain accumulation. 

The direction of strain accumulation is determined using the flow rule of the modified Cam-clay model. Finally, with the simulation 

of test data, it is shown that the proposed model can predict strain accumulation behavior of soils subjected to low-amplitude and 

high-cycle loading. It has widely application prospect. 
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1  引  言 

随着高速铁路、城际铁路等快速轨道交通在我

国的迅速发展，列车在高速运行时铁路沿线周围土

体产生的振动比低速时要大得多，沿深度方向的变

形也更大，尤其当列车速度接近 Rayleigh 波在地基

中的传播速度时，轨道和地基中会产生共振现象，

从而带来过大的振动[1－2]。同时，轨道和地基的振

动通过波的形式在土体中传播到达铁路沿线居民区

和生产厂区。除了给附近的居民带来不便和干扰外，

场地振动增加的动力冲击还会导致轨道结构以及附

近结构物产生差异沉降和附加沉降，可能会加速结
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构物强度和刚度的疲劳，甚至是破坏。沉降变形主

要是由于土体在高速移动荷载作用下产生的不可恢

复的应变累积所致，所谓“应变累积”是指塑性变形

随振动次数增加而不断累积的行为，一次或少数几

次这样的振动在土体中不会观察到塑性变形，随着

振动次数的逐渐增加，在土体中会慢慢出现明显的

塑性变形。应变累积会导致结构物发生差异沉降和

附加沉降，这对于路基工后沉降有严格要求的高速

铁路势必会带来不利影响。因此，如何通过建立模

型来预测高速铁路路基区域土体的应变累积行为对

于计算高速铁路路基的长期沉降具有重要的意义。 

国内外学者大都将交通荷载作为循环荷载来研

究[3－4]，而高速移动交通荷载具有低幅值、高循环

的特征[5－6]。所谓低幅值是指循环荷载部分相对施

加在其上的平均荷载部分来说是小量（循环应力比

ζ=qampl⁄p'av<0.5，其中 qampl 为循环荷载的偏应力幅

值，p'av 为循环荷载的平均静水压力），单从循环荷

载部分来看，完全可以用弹性模型来描述；高循环

是指循环荷载长期作用（循环次数 N >104）。从室

内试验研究和现场测试结果都发现，即使是在这样

的低幅值循环荷载作用下，随着循环荷载次数的不

断增加，在土体中也会产生较大的累积塑性变形[5]。

目前，用于预测循环加载条件下土体变形特性的模

型大概有两类：一类是基于经典弹塑性理论的应力-

应变滞回模型（例如边界面本构模型[7－8]），另一类

是基于试验研究的应变累积模型[3, 6, 9－10]。边界面本

构模型在描述低循环次数下典型弹塑性材料（例如

金属）的变形特性方面具有足够的精度。而对于低

幅值、高循环荷载作用下的土体变形，由于每次计

算系统误差不可避免地累积，使得计算的最终结果

变得不可信[5]，况且，通过计算每一次循环加、卸

载下的塑性应变增量来得到高循环次数下的累积塑

性应变的方法并不可取。近年来，发展可用于预测

低幅值、高循环荷载作用下土体的累积塑性应变行

为成为研究的热点[6, 9－11]。应变累积模型通过对试

验规律进行总结，提出合理的规律描述，并在此基

础上发展更一般的三维模型。这一点与 Yin- 

Graham[12]弹黏塑性本构模型建立方法类似。本文基

于这样的观点，使用累积塑性体应变作为应变累积

大小的度量，并用对数律来描述塑性体应变的累积

模式，通过修正 Cam-clay 模型[13]的流动准则来描述

应变累积的发展方向，并以此来建立适合描述土体

在低幅值、高循环荷载作用下的应变累积模型。 

2  应变累积模型的建立 

一般情况下，应力和应变采用张量的标记和约

定。土体中的有效应力张量和相应的应变张量分别

记为 ij 和 ij ，压应力和压应变为正，拉应力和拉

应变为负。为了方便起见，土力学中经常也使用有

效球应力不变量 p（或称为有效静水压力或平均应

力）、球应变不变量 p 以及偏应力不变量 q 、偏应

变不变量 q 。其定义如下： 

3,ii p iip                 （1） 

3 2, 2 3ij ji q ij jiq  S S e e       （2） 

式中：Sij 为偏应力张量，其分量为 ij ij ijp   S ；

ij 为 Kronecker 符号；eij 为偏应变张量，其分量为

3ij ij p ij  e 。 

2.1  应变分解 

在低幅值循环荷载作用下，首先假设应变为小

应变。这样，总的应变率 ij 可以分解弹性应变率 e
ij

和非弹性应变率 i
ij

[14]： 
e i e p acc

ij ij ij ij ij ij                      （3） 

非弹性应变率包括由单调荷载引起的率无关的

塑性应变率 p
ij 和率相关的累积应变率 acc

ij 。此处的

“率”是相对循环荷载次数来说的，即 d dN  ，N

为循环荷载次数，被看作光滑的连续变量（类时间

变量）。为了简单起见，忽略由单调荷载引起的塑性

应变率，非弹性应变率只考虑由循环荷载引起的累

积应变率。此时， 
e acc

ij ij ij                   （4） 

2.2  弹性行为 

在循环荷载作用下，土体的弹性行为可以通过

以下本构模型来描述： 

e 1

2ij ij ij

p
S

K G
 


 
            （5） 

式中：K 为体积模量；G 为剪切模量。体积模量 K

随着有效静水压力的增大而增大。剪切模量 G 通过

体积模量 K 和泊松比 ν可以表达为 

 
 

3 1 2

2 1

K
G








            （6） 

式（5）也可以通过 p'-q 平面上弹性体应变 e
p 和

偏应变 e
q 来描述如下： 

e
p

p

K






                 （7） 

e

3q

q

G
 


                 （8） 

2.3  应变累积行为 

循环加载条件下土体的应变累积符合经典塑性

理论的流动准则，即 
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acc
ij ij   m               （9） 

式中： 0≥ ，为应变累积的大小度量；二阶张量 ijm

为应变累积的方向度量，通过塑性势函数 g 来确定，

即： 

ij
ij

g







m                （10） 

2.3.1 应变累积方向的确定 

Chang[15]、Wichtmann[5]等通过循环荷载试验发

现，对于低幅值循环荷载作用，土体的应变累积方

向仅依赖于有效平均应力 av
ij  状态的变化，应力-

应变滞回圈的大小、形状、极化以及幅值的变化、

相对密度、加载频率、预压大小、土颗粒分布特征

等因素对其都不会产生太大的影响。并且，应变累

积的方向可以很好地用修正 Cam-clay 模型的流动

准则来描述，如图 1 所示。 

 

 
图 1  应变累积方向的试验结果与修正 Cam-clay 

模型的流动准则比较[5]  
Fig.1  Comparison between experimental results and flow 
rule of modified Cam-clay (MCC) model at the direction of 

strain accumulation[5]  

 

本文在文献[5，15]试验研究的基础上，采用修

正 Cam-clay 模型的流动准则来描述低幅值高循环

荷载作用下土体应变累积的方向。此时，修正

Cam-clay 模型的椭圆型塑性势函数为 
2

2
0 2

0
q

g p p p
M

               （11） 

式中：M 为临界状态线(CSL)在 -p q 平面上的斜率，

它控制塑性势函数在 -p q 平面上的形状。当三轴压

缩时，  c 6sin 3 sinM M     ；当三轴伸长时，

 e 6sin 3 sinM M      ，为有效内摩擦角。

如果已知 -p q 平面上的一个应力状态，从式（11）

可以得到 0p，即 
2

0 2

q
p p

p M
  


           （12） 

根据塑性势函数式（11）可以得到土体在低幅

值、高循环荷载作用下应变累积的方向如下： 

ij
ij ij ij

g g p g q
m

p q  
    

  
       

      （13） 

其中， 

02
g

p p
p

   


            （14） 

2

2g q

q M





              （15） 

1

3 ij
ij

p 





            （16） 

3

2 ij
ij

q
S

q





           （17） 

将式（12）代入式（14），并将式（14）～（17）

代入式（13）可得： 

2

2 2

1 3

3ij ij ij

q
p

p M M


 
    

m S    （18） 

在 p'-q 平面上，应变累积的球方向 mp和偏方向

mq 分别为 

2

2p

g q
m p

p p M

   
 

         （19） 

2

2
q

g q
m

q M


 


            （20） 

对于应力控制式的排水循环荷载试验，由修正

Cam-clay 模型描述的剪胀性方程如下： 

 22 avacc

acc av2
p p

qq

Mm
D

m


 


  



     （21） 

式中： av av avq p  ，表示平均应力率。 

2.3.2 应变累积大小的确定 

循环荷载作用下土体的应变累积主要是由于体

积压缩以及摩擦剪切引起的塑性体应变和剪应变的

不断累积。Suiker[16]区分体积压缩和摩擦剪切两种

不同的力学机制，并用双屈服面函数来分别描述塑

性体应变和剪应变在循环荷载作用下不同的累积模

式。Karg 等[9]在建立颗粒土的长期弹塑性模型时也

采取了同样的假设，不同的是，Karg 模型没有采取

屈服函数的方法来确定塑性体应变和剪应变在循环

荷载作用下的发展模式，而是直接采用现象学的方

法，基于经验的压缩曲线函数来分别描述塑性剪应

变和体应变的发展模式。本文采取与 Karg 模型相同

的描述方法，基于经验的压缩曲线函数来描述塑性

应变在循环荷载作用下的发展模式，不同的是，本

文使用塑性体应变在循环荷载下的累积模式（基于

2 av 2

c

av

( )
(MCC mod el)

2

M
D






q'av =200 kPa, 

qampl/p'av=0.3 



Mc =1.25 

0 0.4 0.8 1.2 1.6
-0.4 

0

0.4

0.8

1.2

1.6

2.0

2.4

N=20
N=100
N=1 000 
N=10 000
N=100 000 

D
=
 p

ac
c /

qac
c  

 
  

 
 

 av =qav/p'av 
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试验的经验函数）作为应变累积大小的度量，而累

积塑性剪应变通过剪胀、剪缩方程来得到。目前已

经发展出各种各样的累积模型大都采取幂函数形式

的描述规律，根据 Sawicki[17]以及 Wichtmann[5]等的

研究，对于体积压缩曲线，采用对数函数律来描述

塑性体应变在循环荷载作用下的累积模式比较合

理： 

 acc
1 2ln 1p c c N            （22） 

式中：c1、c2为模型参数。对 N 求导数得到应变累

积率： 

acc 1 2

21p

c c

c N
 


              （23） 

式（23）的应变累积率是以类时间变量 N 为硬

化参数形式的应变累积率。结合式（22）、（23）得

到以塑性体应变为硬化参数形式的应变累积率为 

acc acc
1 2

1

1
expp pc c

c
 

 
  

 
         （24） 

令 1 2c c  ， 11 c  ，式（24）以塑性体应变

为硬化参数的应变累积率写为如下形式： 

 acc accexpp p              （25） 

式中： 、 为模型参数，其对平均应力水平(p' av，

qav)的依赖关系将在 3.2 节详细讨论。 

在 p'-q 平面上，式（9）可以变为 

acc
p pm                  （26） 

acc
q qm                  （27） 

结合式（25）、（26）以及（19）可得 

   
acc 2

acc

2 2
expp

p
p

M

m p M


  


  

 


     （28） 

结合式（4）、（5）、（9）、（10）、（18）、（28）则

得到低幅值、高循环荷载下应变累积模型总的形式

为 

 

 

acc

2 2

1
exp

2

1

3

ij ij ij p

ij
ij

p
S

K G

S

p M

   





    

 
 
   

 

    （29） 

在 p'-q 平面上，式（29）可以变为 

 acc1
expp pp

K
             （30） 

 acc
2 2

1 2
exp

3q pq
G M

  


  


     （31） 

本模型中包括 4 个参数：弹性参数 K、G 和体

应变累积参数 、 。所有模型参数都可以通过循

环三轴试验来确定。 

3  模型验证 

3.1  循环三轴试验 

为了验证所提模型能够适合描述低幅值、高循

环荷载作用下土体的应变累积行为，本文进行了一

系列应力控制式排水循环三轴试验。在试验中，首

先对土样进行各向等压固结，固结围压为 c ，固结

完成后在轴向施加偏压到 a ，此时平均静水压力为

pav = c + a /3，平均偏应力为 qav = a ，并记录试样

在平均应力状态下的变形，大约经过 1 h 的平均应

力固结后在轴向施加循环荷载，循环幅值为 ampl
1 ，

此时循环静水压力为 pampl = ampl
1 /3，循环偏应力为

qampl = ampl
1 ，在 p′-q 平面上的循环应力路径的斜率

为常数，qampl/pampl =3，如图 2 所示循环三轴试验中

的应力状态, 记录试样在此循环三轴试验应力状态

下的轴向应变 1 和体应变 p 。定义循环应力比
为 

ampl av ampl av
1q p p         （32） 

 

 

图 2  循环三轴试验中的应力状态 
Fig.2  Stress state in a cyclic triaxial test 

 

试验土样为取自湖北荆门的膨胀土，基本物理

参数试验结果见表 1，从基本物理参数可得，该土

样的塑性指数 Ip 和液性指数 IL 分别为：Ip =21.2，

IL=0.009 4～0.066。由 Ip >17 可知，该土属于黏土，

由 0<IL <0.5 可知，该土呈硬塑状态。按照《铁路工

程地质勘察规范》[18]，该土的自由膨胀率、黏粒含

量以及矿物组成均在膨胀潜势等级判断标准范围

内，属于弱膨胀土。   

q

p'p'av 

qav
qampl =1

ampl

Mc 
1

av
av

av

q

p
 


 

1

c
 2 = 3

a

1
ampl

u
q'ampl =1

ampl/3

 3 = c
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表 1  试验土样的基本物理参数 

Table 1  Basic physical parameters of tested soils 

天然含水率 

w/% 

密度 

 /(g/cm3) 

颗粒密度 

 s /(g/cm3) 

液限 

wL /% 

塑限 

wp /% 

塑性指数 

Ip /% 

缩限 

ws /% 

体缩率 

eV /% 

收缩系数 

Cs 

自由膨胀率 

Fs /% 

21.1～22.3 2.03 2.72 42.1 20.9 21.2 9.9  6.3 0.26 42 

 

按照循环三轴试验方案，共进行了 6 组不同应

力水平下的排水循环三轴试验，见表 2。循环三轴

试验的试样为直径 D=50 mm、高度 H =100 mm 的

实心圆柱状土样，循环应力比 =0.3，加荷频率 f = 

2 Hz，最大循环荷载次数 Nmax =100 000。 
 

表 2  不同平均应力水平下的循环三轴试验 
Table 2  Cyclic triaxial tests in different  

average stress conditions 

试验 

编号 

平均静水压力 

p'av /kPa 

平均偏应力 

qav /kPa 

平均应力比 

 av 

循环应力比

 

1 50 30 0.600 0.3 

2 100 25 0.250 0.3 

3 100 100 1.000 0.3 

4 150 150 1.000 0.3 

5 200 75 0.375 0.3 

6 200 150 0.750 0.3 

 

3.2  应变累积模型参数 和 的确定及模型预测 

对式（25）进行积分得循环三轴试验中的体应

变累积律为 

 acc acc
0

1
ln expp p N  


        （33） 

式中： acc
0p 为循环加载前的塑性体应变，在循环三

轴试验中假设为 0。此时， 

 acc 1
ln 1p N 


          （34） 

通过循环三轴试验发现，在不同的平均应力水

平下，体应变累积是不同的，如图 3 所示。 
 

 
图 3  不同平均应力水平下体应变累积 

Fig.3  Volumetric stain accumulation for different  
average stress conditions 

 

为了考虑不同平均应力水平对体应变累积的影

响，假设不同的平均应力水平 avp 、 av av avq p  和

av
0p 、 av av av

0 0 0q p  上体应变为常数。即 

 
     

acc av av

av av acc av av
1 2 0 0

, ,

, ,

p

p

N p

f p f N p

 

  

 

 
    （35） 

式中： av av
0 0( , )p  为参考平均应力状态； av av( , )p q 为

当前平均应力状态； av
1( )f p 、 av

2 ( )f  为影响因子。 

此时，体应变累积率为 

 
     

acc av av

av av acc av av
1 2 0 0

, ,

, ,

p

p

N p

f p f N p

 

  

 

 




   （36） 

将式（25）代入式（36）得 

 
   

     
   

av av

av av acc av av

av av av av
1 2 0 0

av av acc av av
0 0 0 0

,

exp , , ,

,

exp , , ,

p

p

p

p N p

f p f p

p N p

 

   

  

   

 

    
  

   

   （37） 

结合式（35）和式（37）可得 

     av av av av
0 1 2,p f p f         （38） 

     
av av 0

av av
1 2

,p
f p f


 


 


      （39） 

式中： av av
0 0 0( , )p   、 av av

0 0 0( , )p   为拟合参

数； av
1( )f p 、 av

2 ( )f  反映了平均应力状态对体应

变累积的影响。本文在 Wichtmann[5]试验研究的基

础上，提出如下公式来描述平均应力状态对体应变

累积的影响： 

 
av

av
1

ref

exp 1p

p
f p C

p

  
     

   
      （40） 

 
av

av
2 exp 1f C

M


  
   

  
        （41） 

式中： pC 、C 为拟合参数；pref为参考静水压力。

将式（38）～（41）代入式（34）得 

 

av av
acc

0

0 0

exp 1 1

ln 1

p p
ref

p
C C

p M

N


 

 

    
             



  （42） 

通过对循环三轴试验中累积体应变用式（42）

进行非线性拟合，得到 0 =1.54×10-4， 0 =1 728，

Cp=0.55，C =2.3；M =1.32 则通过常规的三轴试验

结果来确定；参考静水压力取标准大气压值，即 pref 

=100 kPa。为了验证模型的有效性，本文分别对 4

组不同应力水平下偏应变累积的试验结果和模型预
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 =qav/p'av =0.3 

N =100 000 

p'av/kPa  av 
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测进行比较。图 4 显示试验结果和模型预测曲线基

本吻合，这表明本文所提出的应变累积模型可以用

来预测低幅值、高循环荷载作用下土体的应变累积

行为。 
 

 
(a) p'av =100 kPa,  av=0.25 

 
(b) p'av =200 kPa, ηav=0.375 

 
(c) p'av=100 kPa,  av =1.0 

 
(d) p'av =200 kPa,  av =0.75 

图 4  土体在低幅值高循环荷载作用下应变累积行为循环

三轴试验结果与模型预测比较 ( =qav/p'av =0.3) 
Fig.4  Comparisons of test results with model predictions 

for strain accumulation behaviour of soils due to 
low-amplitude high-cycle loading ( =qav/p'av =0.3) 

4  结  论 

（1）本文提出的应变累积模型没有像传统塑性

理论那样通过屈服函数来确定塑性变形的大小，而

是采用现象学的方法，基于经验的压缩曲线函数来

描述塑性应变在循环荷载作用下的发展模式，将累

积塑性体应变 acc
p 作为应变累积大小的度量，通过

对数律 acc
p =c1ln(1+c2N )来描述塑性体应变的累积

过程。土体在低幅值循环荷载作用下的应变累积方

向主要由其所受平均应力水平来决定，并且可以使

用修正 Cam-clay 模型的流动准则来近似描述，因

此，所提模型的累积塑性剪应变通过平均应力水平

下 修 正 Cam-clay 模 型 的 剪 胀 方 程 D= 
2 av 2 av[ ( ) ] /(2 )M   来计算。 

（2）提出的应变累积模型得到了饱和黏土(弱膨

胀土)在应力控制下的排水循环三轴试验的验证，其

中循环荷载的应力比 =qampl/p'av =0.3，最大循环荷

载次数 Nmax =105。 
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