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摘要：套管完井结构(套管+水泥环+围岩)的长度远大于直径，将平面 SH 波作用下套管完井结构的动力响应问题

简化为二维平面问题，假定套管、水泥环和围岩均为各向同性的均质弹性体，运用波函数展开法和复变函数的保

角映射法，根据套管内边界自由、套管与水泥环完全联结和水泥环与围岩完全联结的边界条件，得到散射和折射

SH波势函数展开式的待定复系数的理论解。以某气田 102井的套管结构为实例，计算地震 SH波产生的套管动应

力，其最大值大于套管屈服应力，由此说明地震是导致该气田套管变形的直接原因。最后，通过引入动应力集中

因子概念，分析围岩和水泥环对动应力集中的影响，结果表明：(1) 降低水泥环的强度可以减小水泥环的动应力

集中；(2) 围岩越硬，水泥环的动应力集中越小；(3) 围岩的动应力集中基本不受围岩软硬程度和水泥环强度的影响。 
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DYNAMIC RESPONSE OF CASING AND CONCRETE RING  
CAUSED BY PLANE SH WAVES 

 
XU Ping1，2，LI Xiaochun1，FANG Zhiming1，WANG Xiaoming3 

(1. Institute of Rock and Soil Mechanics，Chinese Academy of Sciences，Wuhan，Hubei 430071，China；2. School of Water and 

Environment，Zhengzhou University，Zhengzhou，Henan 450001，China；3. Faculty of Earth Resources，China University of 

Geosciences，Wuhan，Hubei 430074，China) 
 

Abstract：The length of casing well completion structures that composed of casing，concrete ring and surrounding 

rocks are much larger than their outer diameters，so the problem of dynamic response of casing well completion 

structures caused by incident plane SH wave can be simplified as 2D plane problems. The casing，concrete ring 

and surrounding rocks are all considered as homogeneous isotropic elastic bodies. The wave function expansion 

method and conformal mapping method of complex function are adopted. The theoretical solutions about the 

complex coefficients of the scattering and refracting SH waves are obtained based on the boundary conditions that 

the inner side of the casing is free and the casing，concrete ring and surrounding rocks are tied completely. The 

casing well structures of 102 well in a gas field is taken as an example. The dynamic stresses of the casing caused 

by earthquake SH waves are calculated. The maximum stress is larger than the yield stress. Therefore the 

earthquake is the direct reason that causes the casing deformation in this gas field. In the end，the dynamic stress 

concentration factor is introduced，and the influences of surrounding rocks and concrete ring on the dynamic stress 

concentration factor are analyzed. Some important conclusions are obtained，which include：(1) reduction the strength 

of the concrete ring would reduce its dynamic stress concentration factor；(2) the stiffer the surrounding rocks are，

the lower the dynamic stress concentration factor in concrete ring would be；(3) dynamic stress concentration 

factor of surrounding rocks is less influenced by the thickness of surrounding rocks and modulus of concrete ring.  

Key words：petroleum engineering；casing；concrete ring；dynamic response；conformal mapping method；

dynamic stress concentration factor  



• 3498 •                                          岩石力学与工程学报                                   2012年 
 
 
1  引  言 

 

伴随着强大的能量释放，地震引起大范围的构

造应力场的变化，这种变化形成了巨大的地震载荷

施加给油气井套管，造成套管的非正常损坏。例如，

距离 5·12汶川特大地震活动断裂带约 260 km的某

气田，处于地震强烈影响场的范围内，多口井的套

管发现了不同程度的变形，严重影响了该气田的正

常生产和产气量[1]。 

国内外众多学者对地层、水泥环和套管的静力

耦合问题进行了理论和试验研究：殷有泉等[2]将套

管–水泥环–地层系统分解为 2个相对简单的子问

题，基于 2个弹性力学平面应变基本问题的解，采

用结构力学的求解思想，由位移连续条件求得了 2

个子问题的解，最后通过叠加得到了原问题的理论

解；李 军等[3]基于多层组合厚壁圆筒理论，建立了

套管、水泥环及井壁围岩组合体的力学模型，对均

匀地应力作用下的组合体进行了弹塑性分析，经推

导得出弹塑性条件下套管、水泥环及井壁围岩组合

体的应力分布表达式；白 冰等[4]建立了考虑 CO2

煤岩吸附膨胀效应的套管–充填材料–煤岩平面应

变模型，计算得到的套管应力和变形理论解与

ABAQUS 数值模拟结果具有良好的一致性，研究

得出：套管和充填材料的壁厚、充填材料和煤岩的

力学参数等是影响套管应力的主要因素，可通过增

加套管、充填材料壁厚或改变充填材料力学参数来

降低套管应力；王力军等[5]将套管和地层分别视为

弹性体和无穷大的黏弹性体，建立了非均匀地应力

条件下蠕变地层的开尔文模型本构方程，运用应力

分析法和拉普拉斯变换法，得到非均匀地应力条件

下蠕变地层套管的荷载表达式。 

上述研究主要集中于静力问题，并未考虑地震

波引起的动力响应。地震或爆破等振动能量都是以

弹性波的形式在岩土体中传播，在结构物上产生反

射、散射或折射，进而引起结构物的二次振动[6]。

本文借助波函数展开法和复变函数的映射函数方

法，对平面 SH 波引起套管和水泥环结构的动力问

题进行了求解。 

 

2  波场的势函数展开 
 
套管和水泥环结构的长度远大于直径，因此可将

入射平面 SH波引起的动力问题简化二维平面问题，

计算模型如图 1[3]所示。并作如下基本假设：(1) 围 

 

 
图 1  简化的二维平面模型[3] 

Fig.1  Simplified two-dimensional plane model[3] 
 

岩、水泥环、套管均为各向同性的弹性材料；(2) 水

泥环、套管均视为均匀壁厚圆筒，且与井眼中心同

心；(3) 套管、水泥环和围岩之间胶结良好，将边

界视为完全联结。取套管内半径为 1r、套管与水泥

环交界面的半径为 2r 、水泥环外半径为 3r 。 

2.1 入射 SH波的势函数 

取 0w 为入射 SH波的幅值，则在直角坐标系(x，

y)下，入射 SH波的波场[7]可表示为 
inc I
I 0 s( ) exp[i ( cos sin )]w x y w k x y  ，    (1) 

式中：上标“inc”表示入射， 为入射 SH 波与 x

轴的夹角， I
sk 为围岩中 SH波的波数。 

为了研究和讨论方便，式(1)及以下的公式中都

略去了公共时间因子 ie t 。 

根据复数坐标表达式 ie cos i sin    和

iz x y  ，则式(1)可以写成复坐标系( z z， )下的形

式： 
I

inc i is
I 0

i
( ) exp ( e e )

2

k
w z z w z z  

  
 

，     (2) 

2.2 散射 SH波的势函数 

入射 SH波在围岩与水泥环界面处(即水泥环的

外边界)产生散射和折射，在极坐标系(r，θ)下散射

SH波的势函数为 

sc (1) I i
I s( ) ( )e n

n n
n

w r A H k r 




 ，       (3) 

式中：上标“sc”表示散射， nA 为待定复系数， (1) ( )nH 

为 n阶第一类 Hankel函数。 

在复坐标系( z z， )下，存在关系式 | |r z ，

i / | |z z  ，则满足稳态波动方程及 Sommerfeld无

穷远辐射条件的散射 SH波的势函数[8]可表示为 

sc (1) I
I s( ) ( | |)

| |

n

n n
n

z
w z z A H k z

z





 
  

 
，      (4) 

2.3 折射 SH波的势函数 

SH波 x

y 

p0 o 
r1 

r2 r3 
o 

I围岩 

III套管

II水泥环
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入射 SH 波在围岩与水泥环界面处产生的折射

SH 波(内聚波)会进一步在水泥环与套管界面处(即

水泥环的内边界)产生散射 SH 波(外散波)，内聚波

和外散波叠加进而形成折射驻波，参照式(4)可直接

给出复坐标系( z z， )下的水泥环中折射 SH 波的势

函数： 

re (1) II
II s( ) ( | |)

| |

n

n n
n

z
w z z B H k z

z





 
  

 
，      (5a) 

sc (2) II
II s( ) ( | |)

| |

n

n n
n

z
w z z C H k z

z





 
  

 
，      (5b) 

式中：上标“re”表示折射； nB ， nC 均为待定复系

数； II
sk 为水泥环中 SH波的波数； (2) ( )nH  为 n阶第

二类 Hankel函数。 

与水泥环中折射 SH 波的原理相同，套管中的

折射 SH波的势函数可表示为 

re (1) III
III s( ) ( | |)

| |

n

n n
n

z
w z z D H k z

z





 
  

 
，      (6a) 

sc (2) III
III s( ) ( | |)

| |

n

n n
n

z
w z z E H k z

z





 
  

 
，      (6b) 

式中： nD ， nE 均为待定复系数； III
sk 为套管中 SH

波的波数。 

 

3  待定复系数的求解 
 

在复坐标系( z z， )下，所有入射、散射和折射

波场中的剪应力都可通过下式求解： 

i ie erz

w w
G

z z
        

         (7) 

式中：G为围岩、水泥环、套管的剪切模量 IG ， I IG

和 I I IG ；  为位移场中任一点在复坐标系( z z， )下

的方位角；w为入射、散射和折射 SH 波的势函数
sc
Iw ， re

I Iw ， sc
I Iw ， re

IIIw 和 sc
I I Iw 。 

引入保角变换： 
( )z                    (8a) 

其中， 
exp(i )R              (8b) 

将水泥环和套管以外的区域映射为复平面

( z z， )上半径为 R的圆的外域。 

保角变换式(8)与式(7)中 ie  和 ie  存在下述关

系[9]： 

i

i

( )
e

| ( ) |

( )
e

| ( ) |

R

R





  
 

  
 



   


   

            (9) 

将式(9)代入式(7)，整理可得剪应力的求解公

式[10-11]： 

| ( ) |rz

G w w

R
  

   
  

     
        (10) 

入射 SH 波、围岩与水泥环界面处的散射 SH

波、水泥环内的折射 SH 波、套管内的折射 SH 波

的势函数相应地变换成： 

I
inc i is
I 0

i
( ) exp ( )e ( )e

2

k
w w             

，  (11) 

sc (1) I
I s

( )
( ) ( ( ) )

| ( ) |

n

n n
n

w A H k
    
 





 
  

 
，   (12) 

re (1) I I
I I s

sc (2) I I
I I s

( )
( ) ( | ( ) |)

| ( ) |

( )
( ) ( | ( ) |)

| ( ) |

n

n n
n

n

n n
n

w B H k

w C H k

    
 

    
 









 
  

 

 

  
  





，

，

 (13) 

re (1) I I I
I I I s

sc (2) I I I
I I I s

( )
( ) ( | ( ) |)

| ( ) |

( )
( ) ( | ( ) |)

| ( ) |

n

n n
n

n

n n
n

w D H k

w E H k

    
 

    
 









 
  

 

 

  
  





，

，

 

(14) 

假定套管、水泥环和围岩在界面处都完全联结

(即应力和位移连续)，而套管内边界自由(即应力为

0)，则边界条件可描述为 

(1) 当 1r r 时，有 
sc

III 0r                 (15a) 

(2) 当 2r r 时，有 
re sc re sc

II II III III

re sc re sc
II II III III

r r r r

w w w w

          


   
       (15b) 

(3) 当 3r r 时，有 

inc sc re sc
I I II II

inc sc re sc
I I II II

r r r r

w w w w

          


   
       (15c) 

将式 (11)～ (14)代入式 (10)，根据式 (15a)～

(15c)，经过整理可得到关于待定复系数 nA ～ nE 的

一个无穷线性方程组： 

14 15

22 23 24 25

32 33 34 35

441 42 43

551 52 53

00 0 0

00

00

0 0

0 0

n n
n

n n n n
n

n n n n
n

n n n
n

n n n
n

AP P

BP P P P

CP P P P

YDP P P

YP P P E

    
    
            

     
     
         

   (16) 

式(16)可简化为 
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5 5

1 1

( ) ( )n
ij i j i i

i n j

P z X Y z


  

          (17a) 

式中： i
1 1 ez r  ， i

2 3 2 ez z r   ， i
4 5 3 ez z r   ，

1 nX A ， 2 nX B ， 3 nX C ， 4 nX D ， 5 nX E 。

矩阵元素 11
nP ～ 55

nP 和 1Y ～ 5Y 的详细表达式如下： 

1III
(1) III iIII s

14 24 1 s( ) ( ) ( | |) e
2 | |

n

n n i
i i n i

i

G k z
P z P z H k z

z






 
    

 
 

1III
(1) III iIII s

1 s( | |) e
2 | |

n

i
n i

i

G k z
H k z

z







 
 
 

     (17b) 

1III
(2) III iIII s

15 25 1 s( ) ( ) ( | |) e
2 | |

n

n n i
i i n i

i

G k z
P z P z H k z

z






 
    

 
 

1III
(2) III iIII s

1 s( | |) e
2 | |

n

i
n i

i

G k z
H k z

z







 
 
 

     (17c) 

1II
(1) II iII s

22 42 1 s( ) ( ) ( | |) e
2 | |

n

n n i
i i n i

i

G k z
P z P z H k z

z






 
   

 
 

1II
(1) II iII s

1 s( | |) e
2 | |

n

i
n i

i

G k z
H k z

z







 
 
 

     (17d) 

1II
(2) II iII s

23 43 1 s( ) ( ) ( | |) e
2 | |

n

n n i
i i n i

i

G k z
P z P z H k z

z






 
   

 
 

1II
(2) II iII s

1 s( | |) e
2 | |

n

i
n i

i

G k z
H k z

z







 
 
 

     (17e) 

(1) II
32 52 s( ) ( ) ( | |)

| |

n

n n i
i i n i

i

z
P z P z H k z

z

 
   

 
    (17f) 

(2) II
33 53 s( ) ( ) ( | |)

| |

n

n n i
i i n i

i

z
P z P z H k z

z

 
   

 
    (17g) 

(1) III
34 s( ) ( | |)

| |

n

n i
i n i

i

z
P z H k z

z

 
   

 
       (17h) 

(2) III
35 s( ) ( | |)

| |

n

n i
i n i

i

z
P z H k z

z

 
   

 
       (17i) 

1I
(1) I iI s

41 1 s( ) ( | |) e
2 | |

n

n i
i n i

i

G k z
P z H k z

z






 
   

 
 

1I
(1) I iI s

1 s( | |) e
2 | |

n

i
n i

i

G k z
H k z

z







 
 
 

        (17j) 

(1) I
51 s( ) ( | |)

| |

n

n i
i n i

i

z
P z H k z

z

 
   

 
         (17k) 

I
I i is

4 I s 0

i
( ) i cos( )exp ( e e )

2i i i

k
Y z G k w z z    

   
 

 

(17l) 

I
i is

5 0

i
( ) exp ( e e )

2i i i

k
Y z w z z  

  
 

     (17m) 

式(17a)左端的系数矩阵为 5(2 1)n  阶( n 为数

值计算时波函数展开式截取的有效项数)，待定系数

的数量大于方程数量，因此需要对其处理成一个方

阵。目前常用的做法[11]是：将式(17)左右两端同乘

以变量 exp( i )m ( 0 1 2m    ， ， ， )，并对变量

 在区间 [ ] ， 上求定积分，经过整理，最终可

得到关于待定复系数 nA ～ nE 的理论解的无穷线性

方程组，系数矩阵为5(2 1) 5(2 1)n n   的方阵，则

式(17a)变成 
5 5

1 1

( ) ( )nm m
ij i j i i

i n j

P z X Y z


  

         (18) 

其中， 

i( ) ( )e dnm n m
ij i ij iP z P z  

 


          (19a) 

i( ) ( )e dm m
i i i iY z Y z  

 


           (19b) 

 
4  计算实例 

 

引入动应力集中因子 Sd
[7]： 

I
d s I 0| / |zS k G w             (20) 

式(20)中，围岩和水泥环的 z 计算公式分别如
下： 

1I
I (1) I is I

1 si ( | |) e
2 | |

n

z n n
n

k G z
A H k z

z








 
  

 
  

1I
(1) I is I

1 si ( | |) e
2 | |

n

n n
n

k G z
A H k z

z








 
 
 

  (21) 

1II
II (1) II is II

1 s

1II
(1) II is II

1 s

1II
(2) II is II

1 s

i ( | |) e
2 | |

i ( | |) e
2 | |

i ( | |) e
2 | |

n

z n n
n

n

n n
n

n

n n
n

k G z
B H k z

z

k G z
B H k z

z

k G z
C H k z

z

























 
  

 

 
 

 

 
 

 







 

1II
(2) II is II

1 si ( | |) e
2 | |

n

n n
n

k G z
C H k z

z








 
 
 

  (22) 

4.1 汶川地震某气田套管结构的动应力分析 

以某气田 102 井套管结构为实例，计算地震 SH

波引起的套管动应力。该气田位于汶川地震烈度分

布的 VI烈度区，与 5级地震破坏能量相当，该地区

的最大振幅为 100 mm，周期为 1s[1]。 

套管结构参数[3-5]取：套管内半径 1r = 0.078 6 m，
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套管外半径(水泥环内半径) 2r = 0.088 9 m，水泥环外

半径 3r = 0.108 0 m，套管采用 P110钢管。 

该气田围岩、水泥环和套管的物理力学参数见

表1[1]。 
 
表 1  某气田套管、水泥环和围岩的物理力学参数[1] 

Fig.1  Physico-mechanical parameters of casing，concrete  

ring and surrounding rock in a gas field[1]  

套管完井结构 弹性模量E/GPa 泊松比 密度/(kg·m－3)

I围岩 49 0.27 2 200 

II水泥环 20 0.25 2 300 

III套管 210 0.25 7 850 

 
将表 1 中参数代入式(22)得到套管的应力分布

曲线(见图 2)。 
 

 
图 2  套管的动应力沿圆周分布曲线(单位：MPa) 

Fig.2  Circumference curve of dynamic stress of the casing 

(unit：MPa) 
 

从图 2 可以看出，套管的最大动应力超过 1 508 

MPa，大于屈服极限 890 MPa，即地震波是造成该

气田套管结构失稳的最主要因素。 

4.2 动应力集中因子影响因素的定性分析 

为了定性地分析材料参数对套管结构动应力集

中的影响，围岩选取软、硬 2种典型岩石为研究对

象，参考李 军等[3]的研究，取围岩、水泥环和套管

的物理力学参数见表 2。 

 
表 2  套管、水泥环和围岩的物理力学参数 

Fig.2  Physico-mechanical parameters of casing，concrete  

ring and surrounding rocks 

套管完井结构 弹性模量 E/GPa 泊松比 密度/(kg·m－3)

I围岩(软岩) 5 0.35 2 200 

I围岩(硬岩) 60 0.30 2 600 

II水泥环 10～60 0.25 2 300 

III套管 210 0.25 7 850 

 

取量纲一的入射 SH 波频率 I
s 3 1.0k r  ，绘制了

软岩(5 MPa)和硬岩(60 MPa)中分别采用低强度水

泥环(10 MPa)和高强度水泥环(60 MPa)等 4种情况

下，水泥环和围岩的动应力集中因子 Sd 沿周向的分

布曲线，如图 3，4所示。 

 

(a) 水泥环 

 

(b) 软围岩 

图 3  水泥环和软围岩的 Sd沿圆周分布曲线 

Fig.3  Circumference curves of Sd of concrete ring and 

soft surrounding rock 
 

图 3(a)和 4(a)反映的规律完全一致：低强度水

泥环(10 MPa)的 Sd曲线包含在高强度水泥环(60 MPa)

的 Sd曲线之内，即水泥环的强度越低，水泥环的 Sd

则越小，降低水泥环强度有利于减小水泥环的动应

力集中，水泥环有一定的缓冲作用。 

 
(a) 水泥环 
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(b) 硬围岩 

图 4  水泥环和硬围岩的 Sd沿圆周分布曲线 

Fig.4  Circumference curves of Sd of concrete ring and  

hard surrounding rock 

 

对比图 3(a)和 4(a)可以看出：图 3(a)的 Sd曲线

值明显高于图 4(a)，即围岩的软硬程度对水泥环动

应力集中因子 Sd的影响较大，当围岩由 5 MPa提高

到 60 MPa时：① 对于低强度水泥环(10 MPa)，Sd的

最大值由 0.305减小到 0.023，约降低 13倍，② 而对

于高强度水泥环(60 MPa)，Sd的最大值由 0.2 减小

到 0.019，约降低 20倍。 

对比图 3(b)和 4(b)可以看出，围岩的 Sd曲线与

水泥环存在明显的区别：对于低强度水泥环(10 MPa)

和高强度水泥环(60 MPa)，围岩的 Sd曲线基本重合，

另外，软围岩(5 MPa)和硬围岩(60 MPa)的 Sd值也基

本相同，这说明围岩的软硬程度、水泥环的强度对

围岩 Sd的影响都很小。 

 

5  结  论 
 

(1) 以某气田 102 井套管结构为例，计算了套

管的最大动应力，其值大于屈服应力，由此验证了

地震是导致该井田套管失稳的直接原因。 

(2) 引入动应力集中因子概念，定性地分析了

围岩和水泥环动应力集中因子的影响因素：① 对于

相同性质的软岩或硬岩，降低水泥环的强度都有利

于减小水泥环的动应力集中因子，水泥环强度的降

低，在围岩和刚性套管之间起到一定的缓冲作用，

即低强度的水泥环(相当于柔性夹层)也有利于提高

套管完井结构的抗震性能；② 围岩越硬，水泥环的

动应力集中因子越小，即坚硬的围岩有利于提高套

管完井结构的抗震性能；③ 围岩的动应力集中基本

不受围岩软硬程度和水泥环强度的影响。 
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