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摘 要: 根据前人对煤岩的实验研究，采用岩石强度随机统

计分布假设，建立了能够较好的反映煤岩单轴压缩状态下的

初始压密段和残余强度的分段损伤本构方程，并且给出了其

中参数的确定办法。利用刚性实验机进行了煤岩单轴压缩

实验，对应力 － 应变曲线与损伤的关系进行了分析。利用实

用复合形法对所提的损伤本构方程进行了参数求取。拟合

结果表明理论和实验结果符合较好。
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Abstract: Based on predecessors′studies on damage of coal and
the random statistical distribution hypothesis of rock strength，a
statistical 2 － segment constitutive model for rock damage under
uniaxial compression，which can reflect the strength in initial
compressive and the residual strength of rock，was established
by use of continuous strength theory and statistical theory，and
the method to determine the parameters of the statistical damage
constitutive model of rock was given. The uniaxial compressive
tests of coal were carried out using rigid testing system，and the
relation between damage and stress － strain curves of the coal
samples under uniaxial compression were analyzed. The parame-
ters of established damage constitutive model were solved by u-
sing practical complex method. The fitting results showed that
theoretical result is in good agreement with the data from experi-
ments.
Key Words: Coal，Uniaxial compression，Damage，Constitutive
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0 前 言

在实际煤层采矿中，通常要设置煤柱。煤柱的

受力状态为单轴应力，且轴向应力并不高。因此探

讨煤岩单轴应力状态下的损伤对煤柱设计有一定的

意义。
为了探明煤岩在应力状态下的损伤情况，大部

分学者采用电镜扫描( SEM) ［1］、声发射( AE) ［2］、计
算机层析摄影( CT) ［3 ～ 5］等技术进行了系列煤岩力

学损伤实验，取得了许多有价值的结论，为煤岩的损

伤分析奠定了基础。实验表明，煤岩具有初始损伤，

且初始损伤明显不均匀，其损伤与应力应变曲线有

一定的对应关系。因此可运用统计方法分析煤岩强

度特性，但是该法对于微裂纹压密段并不能很好的

模拟，因此需要对压密段单独考虑。
本文综合前人的研究结果，分析了损伤的含义，

从岩石强度统计入手，建立了能够反映整个受力过

程的煤岩损伤本构方程，给出了其参数确定办法。
最后通过实验对所提的损伤本构方程进行了验证。

1 基于统计的损伤本构方程的建立

煤岩的力学性质表现为明显的不均匀性，内部

存在许多缺陷。而这些缺陷的力学性质存在很大的

差异，其分布形式也是随机的。因此可以认为煤岩

的强度是众多因素( 颗粒尺寸、胶结物机程度、缺陷

大小等等) 影响下随机统计的综合结果。
1. 1 损伤变量的定义［7］

关于损伤变量的定义有许多种，本文采用岩石

已经破坏的微元数目 Nt 与总微元数目 N 之比为损

伤变量，即:

D = Nt /N ( 1)

因在不同的压力下，岩石内部微元的破坏是随

ISSN 1005 － 2763
CN 43 － 1215 /TD

矿业研究与开发 第 29 卷 第 6 期
MINING R ＆ D，Vol. 29，No. 6

2009 年 12 月
Dec. 2009

* 收稿日期: 2008 － 12 － 26
作者简介: 杨 花( 1984 － ) ，女，山东菏泽人，硕士研究生，主要从事岩石力学计算研究方面的工作，Email: xiximan2000@ 163. com。

DOI:10.13827/j.cnki.kyyk.2009.06.009



机的，因此所选取的损伤变量能够充分反映其随应

力应变状态而变化的特点。以岩石的破坏准则作为

岩石微元强度随机变化分布变量。设岩石的破坏准

则为:

f( σ) － k = 0 ( 2)

式中，k 为常数。
选取 F = f( σ) 作为岩石微元强度随机分布变

量，设岩石微元破坏的概率随 F = f( σ) 的分布密度

为 P( F) 则定义损伤变量为破坏概率，即:

D = ∫
F

－∞
P( x) dx ( 3)

当荷载水平达到 F = f( σ) 时，破坏的微元总数

Nt 为:

Nt ( F) = ∫
F

0
NP( x) dx ( 4)

将式( 4) 代入式( 1) 中，即得损伤变量 D。
1. 2 损伤演化方程的建立

在试样中任一截面选取表征体元( REV) ，REV
相对微观水平而言足够大( 可以包含许多微观裂纹

和微观孔洞) ，而相对研究域而言( 宏观水平) 又是

足够小，逼近一个数学点。由这样的表征体元组成

的介质为连续介质，于是可以用连续介质理论描述。
因煤岩内部构造不均，各缺陷的强度也不同，因此表

征体元的强度也就不同。认为损伤发展是一个连续

的过程，假设［7，8］:

( 1) 表征体元符合线弹性;

( 2) 因 Weibull 分布比较简单，故假设煤岩的

细观强度符合 Weibull 统计规律，其概率密度函数 P
( F) 为:

P( F) = m
F0

F
F( )

0

m－1
exp － F

F( )
0

[ ]m
( 5)

式中，m 和 F0 为反映岩石材料力学特性的 Weibull
分布参数。

将式( 5) 代入式( 4)、( 1) 中，得到损伤变量 D 为:

D = 1 － exp － F
F( )

0
[ ]m

( 6)

式( 6) 即为煤岩在荷载情况下的统计损伤演化

方程。D = 0 为无损( 完整) 材料，D = 1 为微元全部

破坏状 态。D 值 的 大 小 反 映 了 材 料 内 部 的 损 伤

程度。
1. 3 本构方程的建立

根据连续介质力学，采用应变等效假说，设损伤

为各向同性，建立本构方程:

σ = Eε( 1 － D) ( 7)

式中，σ 为表观应力; E 和 ε 分别表示煤岩无损状态

下的弹性模量和应变。
从式( 7) 中可见，当 D = 1 时，即微元强度全部

丧失时，材料不能承受压应力，这与实验结果不符。
因煤岩属于摩擦材料，即使试样全部破坏，也可承担

一部分的压、剪应力。设受压过程中，表观应力 σ
为煤岩中完整微元承受应力 σi 和破坏微元承受应

力 σd 之和:

σ = σi + σd = Eε( 1 － D) + E′ε′D ( 8)

式中，E′ 为破坏微元的平均弹性系数; ε′ 为破坏微

元受力时的平均弹性应变。E 和 ε可由实验求取，但

是 E′ 和 ε′ 求取较难，需要进一步简化:

σ = Eε［1 － ( 1 － E′ε′ /Eε) D］= Eε( 1 － δD)

( 9)

上式中，δ = 1 － E′ε′ /Eε，且 0 < δ < 1，值越低

则残余强度越大。δ 实质上是统计意义的一个值，显

然，随着破坏微元数目的不断变化，δ 值也应变化。
故 δ 是损伤变量 D 的函数，随着 D 的增大，δ 应该在

其平均值上下波动，最终趋近一个常数。在此为了简

化，设其为一个常数。式( 9) 最终的表达虽然与文献

［9］一致，但 δ 的物理概念更加明确。
将( 6) 式代入 ( 9 ) 中，得到单轴下的损伤本构

方程:

σ = Eε － Eεδ + Eεδexp － F
F( )

0
[ ]m

( 10)

设微元体的强度符合 Von Mises 屈服准则:

( σ1 － σ2 ) 2 + ( σ1 － σ3 ) 2 + ( σ2 － σ3 ) 2 = 2σ2
c

( 11)

式中，σc 定义为岩石表征体元的单轴强度。
在单轴压缩下，式( 11) 简化为 σc = σ1。再根据

Hook 定律，式( 10) 最终简化为:

σ = Eε － Eεδ + Eεδexp － εREV

ε( )
0

[ ]
m

( 12)

式中，m 反映了微元强度的集中分布度程度; δ 在某

种程度上反映了残余强度［10］; εREV 为煤岩损伤时的

应变; ε0 为岩石表征体元平均宏观应变。
在煤岩单轴压缩情况下( 见图 1) ，开始一段存

在着微裂纹压密过程，表现为应力 － 应变曲线下凹，

“损伤弱化”或者负向发展。而式( 12 ) 所构建的本

构方程并不能描述此段的损伤演化，因此需要进行

修正。
设应力 － 应变曲线段上拟线性段的起点应力为

σie。设当0σσie 时为“损伤弱化”区; σ > σie为

81 矿 业 研 究 与 开 发 2009，29( 6)



损伤正向发展区。
在“损伤弱化”区，弹性模量可以表示为密度的

函数，而密度又是体积应变的函数，则:

Eε = f( ρ) = g( v) = h［( 1 － 2μ) ε］ ( 13)

式中，Eε 表示“损伤弱化区”的弹性模量; v 体积应

变; μ 煤岩泊松比; ε 轴向应变。
根据经验，设:

Eε = βEexp ( 1 － 2μ) ( ε － εie)
( 1 － 2μ) ε[ ]

ie

=

αEexp ε － εie

ε( )
ie

( 14)

式中，E 为煤岩的弹性模量; εie 为 σie 对应的应变。
在损伤发展区，根据假设，岩石损伤的原因是因

为表征体元的强度丧失而导致，因此式 ( 12 ) 中的

εREV并不等于试样的轴向应变。在损伤时试样的变

形应该包括微裂隙的压密变形和表征体元的变形，

故表征体元的变形为:

εREV = ε － εf ( 15)

式中，ε 为试样的轴向应变; εf 为微裂纹压密的应

变，其确定方法为: 将单轴压缩应力 － 应变曲线上的

( 拟) 直线段延长，与应变轴的交点即是。
损伤发展区的本构方程，将式( 15) 代入式( 12)

即可。
因此，整个应力应变过程中的本构方程为:

σ = αEεexp ε － εie

ε( )
ie

( 0 σ σie) ( 16 － 1)

σ = Eε 1 － δ + δexp － ε － εf

ε( )
0

[ ]{ }m

( σ > σie
{ )

( 16 － 2)

1. 4 本构方程参数的确定

式( 15) 中个参数的确定如下。
对式( 16 － 1) ，将其变形为:

ln ( σ /E) = ε /εie + ( lnα － 1) ( 17)

根据实验所确定的 E、及 εie，利用最小二乘法求

出 ln( σ /E) ～ ε /εie 曲线的截距，便可得到参数 α。
对式( 16 － 2) ，因含有 3 个参数，采用常规方法

难以求出。文献［10］采用假设 δ 已知，然后利用峰

值应力点及其弹性模量为零的办法得出另外两个参

数。该法主要缺陷在于 δ 难以给出，需要根据经验

试算; 对诸多实测点，相关性不是很好。
式( 16 － 2 ) 中参数的确定，可以看做是非线性

优化问题。文献［11］对损伤方程两参数的确定给

出了单纯形法。根据式( 16 － 2 ) 特性，可以采用实

用复合形法［12］反演参数。实用复合形法克服了可

行点难以确定，初始复合形难以恰当给出等问题，解

决比较复杂的非线性优化问题较单纯形佳。下面介

绍初始复合形的给出步骤，详细方法以及其它步骤

见文献［12］。
( 1) 确定恰当的变量约束边界。可以根据设计

要求或经验确定。
( 2) 确定初始两个间距较大的可行点。
( 3) 利用可行点与随机数确定随机点。
( 4) 构成复合。若可行区具有“凸性”，则所产

生的随机点均为可行点; 若可行区不具有“凸性”，

就需对随机点逐个检验，将全部非可行点转换成可

行点。
利用该法确定初始复合形，除特殊情况 ( 可行

区存在一个或多个死尖角) 外，一般能保证在可行

区内寻找到可行点，从而节省计算。
设目标函数为:

min 1
N

N

i = 1
［σ( δ，ε0，m) － σexp］( )2

1 /2

( 18 － 1)

式中，σ( δ，ε0，m) 为按式( 16 － 2) 计算值，σexp 为实

验测值，N 为实验测点总数。
约束条件为:

( 1) 在峰值点( σc，εc) ，有:

σc

Eεc
= 1 － δexp － εie

ε( )
0

[ ]
m

+ δexp － εc

ε( )
0

[ ]
m

( 18 － 2)

( 2) 在峰值点 ( σc，εc) ，E = 0，有:

E 1 － δexp － εie

ε( )
0

[ ]
m

+ δ 1 － m εc

ε( )
0

[ ]{ m

exp － εc

ε( )
0

[ ] }m

= 0 ( 18 － 3)

将( 18 － 2) 、( 18 － 3) 转化为如下标准式:

［f( ε0、m、δ) － ζ］2 － ξ 0 ( 18 － 4)

式中，ζ 为上两式左边常数; ξ 为任意正的小值，根

据实验精度要求取值。
补充变量的边界条件:

ak  xk  bk ( xk 分别代表 δ、ε0、m)

( 18 － 5)

式中，ak、bk分别是变量 xk 的下限、上限，具体值根据

前面的定义和经验确定。
由式( 18 － 1) ～ ( 18 － 5 ) 便构成了满足适用复

合形法的数学模型，可采用该法对所需参数进行反
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演。约束条件( 18 － 2) 、( 18 － 3) 的给出可以使反演

精度更高，但是该约束条件比较苛刻，可以去掉。直

接由式( 18 － 1) 、( 18 － 5) 构成复合形的数学模型，

计算时间大大减少，而且精度相差不大。

2 模型的实验验证

2. 1 试样及试验设备

试验所采用的煤岩取自万 － 开高速公路南山隧

道，为半亮型，呈碎裂及颗粒状焦煤矸石。岩样加工

为直径 50 mm，高 100 mm 圆柱样。实验前，采用声

波测速对试样分组，以避免数据离散。
实验在 XTR01 微机控制电液伺服机上完成。

该机主要由轴压系统、侧压系统、孔隙水系统、加温

系统、微机控制系统组成，能够完成常规或者模拟复

杂环境( 高温、高压、高渗透压) 下岩石力学试验以

及蠕变实验。
2. 2 试验结果及其分析

实验 控 制 方 式 采 用 位 移 控 制，速 率 为 0. 2
mm /min，选取一个试样的单轴压缩应力 － 应变曲线

( 见图 1) 进行分析。

图 1 煤岩单轴压缩试验曲线

由图 1 中曲线可见:

( 1) 0 ～ 2. 0 MPa 段是微裂隙孔洞压密阶段，此

阶段为原先存在的缺陷被压密，表现为曲线下凹，弹

模逐渐增加，为损伤的弱化阶段;

( 2) 2. 0 ～ 8. 0 MPa 段为拟线性阶段，认为损伤

没有发展，应力 － 应变曲线基本垂直应变轴，而在

4. 0 ～ 7. 4 MPa 时，体积应变率曲线向负轴偏转，表

明已经有微裂纹的张开，甚至萌生、扩展，但损伤稳

定发展，表现为应力 － 应变曲线基本为直线;

( 3) 8. 2 MPa 段，煤岩屈服，许多学者认为屈服

应力为煤岩的损伤应力阀值，作者认为有待商讨;

( 4) 7. 4 ～ 8. 9 MPa 段，裂隙继续发展、贯通，并

伴随有裂隙的分岔。此时损伤演化加剧，不稳定发

展。试样已经出现破坏前兆;

( 5) 8. 9 MPa ～ 卸载，试样达到抗压强度后，宏

观的裂隙已经完全贯通，出现峰后软化，试样断裂。
上述分析表明，煤岩的损伤与应力 － 应变曲线，

尤其是应力 － 体积应变曲线有很好的对应性。根据

或者考虑应力 － 体积应变曲线建立煤岩的损伤本构

方程可能是一种有效的途径; 煤岩的损伤并非从屈

服点开始，而是拟线性段便开始了。
2. 3 本构方程的验证

为了验证本文所提的模型，以及检验实用复合

形法的有效性，对所作的煤岩单轴实验轴应力 －
( 轴向) 应变曲线进行了参数反演和拟合。

所有程序采用 C + + 编写。其中初始两个间距

较大的可行点根据经验给出。其它的步骤按照文献

［12］所给方法进行编程。理论计算时各参数值以

及反演结果为: E = 2. 889 GPa，εie = 0. 1628%，α =
0. 4495，σie = 2. 088 MPa，εf = 0. 0923%，ε0 =
0. 4491%，δ = 0. 625，m = 8. 725。式( 16 － 1) 、( 16 －
2) 的理论值与实测结果的比较如图 2 所示。

图 2 理论曲线和实验曲线比较

值得说明的是，式( 16 － 2) 理论计算采用的弹

性模量为应力 － 应变曲线直线段的斜率，与每个实

验测点的应力与应变的比值还是有差别的，因此计

算的应力值有所偏差。这对单轴抗压强度较大的岩

石可以忽略，但对抗压强度较小的软岩则非常明显。
修正因弹性模量差异所造成的偏差方法为将理论值

减去点( εie，σie ) 的理论值与实测值的差，然后再进
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行参数反演。

3 结 论

根据前人的实验及研究成果，分析了损伤概念，

建立了能够反映煤岩单轴压缩全过程的损伤本构方

程，并给出其参数反演的办法。对单轴压缩曲线的

分析表明，煤岩的应力 － 体积应变曲线更能够反映

其损伤特点。
( 1) 建立了能够反映煤岩单轴压缩全过程的分

段损伤本构方程，能较好的与实验结果吻合。
( 2) 针对本文本构方程的特点，及其约束条件，

给出了采用实用复合形法反演参数。该法特别是在

比较复杂的非线性优化中有明显的优势。
( 3) 分析了煤岩单轴压缩应力 － 应变曲线。发

现应力 － 体 积 应 变 曲 线 能 够 较 好 的 表 现 其 损 伤

过程。
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高到 66. 7%，开 采 贫 化 率 由 设 计 的 6% 降 低 到

4. 9%。由此可见，采用顶切房柱法回采倾斜中厚矿

体时，具有采掘比小、贫化率低、回采率高、工艺简单

等优点。在矿体上下盘围岩特别是上盘围岩稳定、
矿岩界限清晰的条件下用该法回采可获得相当好的

经济效益，是一种值得推广应用的采矿方法。
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