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摘要：采用数学覆盖和物理覆盖两套覆盖系统，使数值流形法能自然地处理裂纹问题。为了将基于移动最小二乘

插值(MLS)的数值流形法(MLS-NMM)应用到动态裂纹扩展中，通过引入 Bathe 隐式时间积分方法来提高时间离散

的计算精度，并采用一种新的自由度继承策略解决动态裂纹扩展过程中能量不一致问题，结合动态裂纹扩展的断

裂力学准则，编制基于 MLS-NMM 的模拟动态裂纹扩展程序。通过典型算例的计算分析表明，该方法能有效准确

地模拟裂纹的动态扩展。 
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Abstract：Adopting two cover systems including mathematical and physical covers，numerical manifold method 
can resolve the problems relating to cracks naturally. In order to apply the moving least square interpolation based 
numerical manifold method(MLS-NMM) in the dynamic crack propagation，a program which simulates the 
dynamic crack propagation by using MLS-NMM is developed. In the program，the Bathe implicit time integration 
scheme is utilized to improve the accuracy of time discretization，a new strategy for the inheritance of degrees of 
freedom is proposed to deal with the energy inconsistency in dynamic crack propagation，and the criterion of 
fracture mechanics is employed to predict the path of crack propagation. Through the solution of some typical 
problems of dynamic crack propagation，it is demonstrated that the proposed procedure simulates the dynamic 
crack propagation precisely. 
Key words：numerical simulation；moving least square interpolation；numerical manifold method；dynamic crack 
propagation；Bathe implicit time integration；inheritance of degrees of freedom    
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1  引  言 
 

在岩体工程的建造和使用过程中，会伴随着大

量的岩石断裂问题。要想有效地制造断裂(如岩体的

开挖)和阻止断裂(如岩体的加固)，对岩石中裂纹扩

展规律的研究显得尤为重要。目前，在爆炸、冲击

和地震等动荷载作用下，裂纹的动态扩展规律研究

仍具有挑战性。 
为了研究此类问题，许多的数值模拟方法被提

出，如有限单元法[1]，无网格法[2]，扩展有限元法[3-7]，

比例边界有限元法[8]，近场动力学[9]和相场法[10]等。

区别于这些方法，数值流形法[11](numerical manifold 
method，NMM)是在 1991 年由石根华博士提出，因

其采用数学覆盖和物理覆盖两套覆盖系统，则具有

统一地处理连续与非连续问题的能力，比较适合求

解如含裂纹等强奇异边界的问题，得到广泛的深入

研究。  
王水林等[12-13]率先将 NMM 应用到简单裂纹的

扩展中，并通过拉格朗日乘子法施加裂纹面的接触

摩擦约束，研究了摩擦型裂纹的扩展问题。R. J.     
Tsay 等[14]在 NMM 框架下采用局部网格加密模拟裂

纹扩展。Y. J. Chiou 等[15]将 NMM 结合虚拟裂纹扩

展法和局部加密技术模拟了混合裂纹扩展。G. Ma
等[16]利用 NMM 处理复杂的裂纹问题，随后，X. An
等[17]比较了 NMM 和扩展有限元处理非连续问题的

方式，认为 NMM 模拟复杂的不连续问题更方便。 
传统 NMM 的全局近似函数采用的是多项式，

因此在处理裂纹时，裂纹尖端必须强制停留在单元

边界上[18]。为得到裂纹尖端处精确的计算结果，必

须加密网格，这会显著增加计算量。李树枕和程玉

民[19]通过将考虑裂纹尖端应力奇异性的附加函数

添加到传统 NMM 的位移函数中解决此问题(本文

称为增强型数值流形法)。这样的处理不仅可以大幅

提高 NMM 的计算精度，还可以让裂纹尖端停留在

单元的任意位置，降低前处理难度，减少计算量。

基于增强型数值流形法，Z. J. Wu 等[20-21]模拟了裂

纹的萌生与扩展，并详细研究了含夹杂物的岩石中

裂纹扩展的规律；H. Zheng 和 D. D. Xu 等[22]提出了

几种策略，包括对弯曲裂纹和裂纹尖端处积分的处

理，提高了增强型数值流形法的求解精度；徐栋栋

等[23-24]使用高阶数值流形法模拟静态裂纹扩展问

题；杨永涛等[25]用其分析了含裂纹体的动态应力强

度因子。为了进一步提高计算精度，H. Zheng 等[26]

提出了基于 MLS 的数值流形法(MLS-NMM)，它保

留了数值流形法处理非连续问题的优势，同时使用

移动最小二乘插值作为权函数，不仅提高了插值精

度且不引起线性相关问题。当然，它和常规数值流

形法(基于有限元网格的数值流形法)一样，可以域

外布点。因其采用的影响域半径一般大于常规数值

流形法网格尺寸，所以边界附近的高斯积分点将拥

有更多的插值点，且插值点分布合理，这有利于提

高计算精度。目前，MLS-NMM 已被成功应用到静

载下的裂纹扩展中[26-28]。 
然而，在裂纹的动态扩展过程中，增强型数值

流形法因有附加的自由度，而附着在自由度上的变

量在相邻的时间步中若无法准确传递，会引起能量

不一致，造成计算结果失真，这就是所谓的自由度

继承问题。本文通过将节点上变量的值转化到高斯

积分点上，提出了一种新的继承策略来解决此问题。

同时，本文将结合 Bathe 隐式时间积分法，建立

MLS-NMM 动力求解格式，使用断裂力学准则来判

定裂纹的动态扩展路径，给出了程序实施过程，通

过 3 个典型算例验证本文方法的可行性和有效性。 
 
2  动载下 MLS-NMM 求解格式 
 
2.1 基于 MLS 的增强型数值流形法简介 

基于移动最小二乘插值的数值流形法，采用数

学覆盖和物理覆盖两套系统，可统一自由地处理连

续与非连续问题。将节点影响域作为数学片，则所

有的数学片构成数学覆盖；数学片被物理边界切割

生成物理片，则所有的物理片构成物理覆盖(详细的

过程可参阅李 伟等[29])。此方法属于单位分解法，

即可通过在物理片上定义反映局部解特性的特殊局

部近似函数，来达到提高计算精度的目的。本文将

应用此措施去处理奇异物理片(物理片包含裂尖，见

图 1)，并称之为基于 MLS 的增强型数值流形法(简
称：MLS-NMM)。由此可知，特殊局部近似函数和

2 套覆盖系统的采用，可使节点的规则均匀布置成

为可能，这种节点布置方式不仅可保证计算的高精

度，还降低了前处理的难度。 
本文针对含裂纹体的裂纹动态扩展问题，对普

通物理片(不含裂尖)取 0 阶为局部近似；根据线弹

性断裂力学，则对奇异物理片在 0 阶近似基础上，

扩充局部近似的基函数 ( )r θ，c ： 
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图 1  奇异物理片 

Fig.1  Singular physical patch 
 

( )r θ =，c  
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式(1)中， r 和θ 的取值如图 1 所示，对于曲折

裂纹采用 H. Zheng 和 D. D. Xu[22]的方法进行处理。 
MLS-NMM使用移动最小二乘插值[29-30]作为权

函数{ }ϕ 。由权函数和局部近似函数对应相乘，得

到一个全局近似函数为 

4

1 1 1
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           (2b) 

式中：z 为直角坐标 ( )x y， ；t 为时间变量； pn 为物

理片的总数目； sn 为奇异物理片的数目； iu ， iϕ 分

别为第 i 个物理片所对应的常规自由度和权函数；

kc 为式(1)中的第 k 个元素； jka 为第 j 个奇异物理片

所对应扩充基 kc 的扩充自由度。 
奇异物理片中，在局部近似中添加扩充基，能

显著提高计算精度，李树忱和程玉民[19]已在分析中

给予印证，已被广泛使用[23，25，28，31]。扩充基的添

加，也会相应地引起自由度增加，这会导致裂纹动

态扩展中自由度继承困难的问题。 
2.2 动量守恒变分方程及其离散 

对于线弹性介质，不考虑阻尼，使用罚函数法

施加位移边界，则在任意时刻的动量方程的变分形

式为 

T T( ) d ( ) ( )d
Ω Ω

Ω ρ Ωδ = δ − +∫ ∫ u b uε σ  

T T( ) ( )d ( ) d
u t

pk t
Γ Γ

Γ Γδ − + δ∫ ∫u u u u      (3) 

式中：ε 为应变张量，σ 为柯西应力， u 为位移矢

量，u 为加速度矢量，b为体力，ρ 为材料密度， uΓ
为位移边界，u 为位移边界上的已知位移， tΓ 为力

边界， t 为力边界上的已知面力， pk 为罚因子。 
假定 t 和 t t+ Δ 时刻裂纹不发生扩展，即自由度

不发生变化，则在 t t+ Δ 时刻，将式(2)代入式(3)，
进行增量位移形式的离散为 

( )t t t
p

+Δ + + Δ = −M U K K U F K U        (4a) 

式中： t t t+ΔΔ = −U U U ， t t+Δ U 和 tU 分别为 t t+ Δ 和

t 时刻的位移向量； t t+Δ U 为 t t+ Δ 时刻的加速度向

量；M，K， pK ，B 和 F 可分别表示为 
T

T

T

T
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式中：D 为弹性矩阵。值得注意的是：b， t 和 u 为

增量步内的量。 
本文采用 Bathe 双步隐式时间积分策略，与其

他方法相比，它具有更好的数值稳定和计算精度[32]。

下文的算例一将给出其与 Newmark 法比较。 
将 Bathe 双步隐式时间积分策略，写成步增量

位移的形式；并将每个时间步 tΔ ，分成 2 个相等的

子时间步( / 2tΔ )： 
/2 /2( )

4
t t t t t tt+Δ +ΔΔ

= + +U U U U         (5a) 

/2
1 ( )

4
t t tt +ΔΔ

Δ = +U U U            (5b) 

1 2
1 3t t

t t
+Δ = − Δ + Δ

Δ Δ
U U U           (5c) 

/21 4 3t t t t t t t

t t t
+Δ +Δ +Δ= − +

Δ Δ Δ
U U U U       (5d) 

式中：U ，U 分别为速度和加速度向量； 1ΔU ， 2ΔU
可表示为 

/2
1

t t t+ΔΔ = −U U U             (6a) 
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/2
2

t t t t+Δ +ΔΔ = −U U U            (6b) 

将式(5)代入式(4)中，可得在时刻 / 2t t+ Δ 和

t t+ Δ 的动力方程为 

1 1 1Δ =K U F                 (7) 

2 2 2Δ =K U F                 (8) 

其中， 

1 2

16
pt

= + +
Δ

K M K K            (9a) 

/2
1

8t t t t t

t
+Δ ⎛ ⎞= − + +⎜ ⎟Δ⎝ ⎠

F F K U M U U       (9b) 

2 2

9
pt

= + +
Δ

K M K K            (9c) 

/2
2

t t t t+Δ +Δ= − +F F K U  

/2
12

3 4 1t t t

t t t
+Δ⎛ ⎞Δ + −⎜ ⎟Δ Δ Δ⎝ ⎠

M U U U        (9d) 

上述所需的域积分借鉴无网格伽辽金法，使用

背景格子进行数值积分，具体实现过程参照刘 丰    
等[28]的研究。 

 
3  继承策略 
 

在裂纹的动态扩展过程中，会引起自由度的增

加，尤其是增强型数值流形法。可能在当前时间步

物理片是奇异物理片，而下一时间步该物理片就会

被裂纹分割变成普通物理片，这就会引起与该物理

片上相关自由度的变量(如位移、速度等)继承传递

的问题。如果没有合适的继承策略，将会导致能量

不一致，严重影响计算精度。下面将给出本文所采

用的继承策略。 
裂纹扩展时，计算域的构型发生变化，即：上

一个时间步的终止构型和当前时间步的初始构型是

不相同的。 
令 X 代表随时间变化的场变量，则从 nt 时刻到

1nt + 时刻的计算过程可定义为 

1
1

n
n n n

+
+→ →X X X            (10) 

式中： nX 为 nt 时刻场变量的值， 1n
n
+X 为构型更新

后 nt 时刻场变量的值， 1n+X 为 1nt + 时刻场变量的值。 
从式(10)可以看出，只要实现 nX 到 1n

n
+X 的准确

变换，就可根据式(7)和(8)自然地实现 1n+X 的求解。

所以，本文的思路就是为实现式(10)的第一步准确

变换，将节点上的变量值转化到高斯积分点上，则

通过处理高斯积分点上的变量值来达到目的。相应

的计算式(9b)和(9d)可改写为 

/2
1 g g g g g g g

8t t t t t w J
t

ρ+Δ ⎡ ⎤⎛ ⎞= − − +⎜ ⎟⎢ ⎥Δ⎝ ⎠⎣ ⎦
∑F F B N U Uσ  

(11a) 
/2

2 g g g g
t t t t w J+Δ +Δ= − +∑F F B σ  

/2
g g1 g g g g2

3 4 1t t t w J
t t t

ρ +Δ⎛ ⎞Δ + −⎜ ⎟Δ Δ Δ⎝ ⎠
∑ N U U U  (11b) 

式中：下标“g”代表高斯积分点处的场变量值； gw ，

gJ 分别为对应高斯点的权系数和雅可比行列式的

值。 
当裂纹扩展时，新生成的裂纹将切割原来的背

景积分网格，生成新的积分网格(见图 2)。图 2(a)
为一个裂纹扩展前的背景积分格子和相应的高斯积

分点分布示意图；图 2(b)则显示当裂纹贯穿背景积

分格子后，新生成的背景积分格子及高斯积分点分

布示意图；图 2(c)为裂纹尖端停留在背景积分格子

中，新生成的背景积分格子及高斯积分点分布示意

图。 
图 2 利用扩展前的背景积分格子里的高斯积分

点上的变量值，采用 Shepard 插值计算新生成的高

斯积分点上的变量值，就可完成高斯积分点上的变

量值的传递(即完成了式(10)第一步的处理)。为检验

此措施的精度，定义误差为 

1 T 1 1 T 1

T T

1[ ( ) ( ) ]d
2 1 100%

1( )d
2

n n n n
n n n n

n n n n

e Ω

Ω

ρ Ω

ρ Ω

+ + + +⎧ ⎫+⎪ ⎪
= − ×⎨ ⎬
⎪ ⎪+
⎩ ⎭

∫

∫

u u

u u

ε σ

ε σ
 

 (12) 
式中： nu ， nε ， nσ 分别为 nt 时刻的速度、应变和

应力； 1n
n
+u ， 1n

n
+ε ， 1n

n
+σ 分别为构型更新后 nt 时刻

的速度、应变和应力。 
 
4  裂纹动态扩展准则 
 

本文采用断裂力学准则作为裂纹动态扩展准则。 
4.1 动态应力强度因子 

本文使用交互作用积分来计算动态应力强度因

子，可参考 W. Li 等[31，33]。与文献不同的地方是，

本文可以直接使用裂纹尖端周围的背景积分格子里

的高斯积分点上的变量值来直接计算交互作用积分

( I )。 
交互作用积分和动态应力强度因子的关系为 

dyn aux dyn aux
1 2

2 [ ( ) ( ) ]I f a K K f a K K
E Ι Ι ΙΙ ΙΙ= +
′

     (13) 
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(a) 裂纹扩展前的背景积分格子         (b) 裂纹扩展贯穿背景积分格子                   (c) 裂纹尖端停留在背景积分格子中 

图 2  随裂纹扩展背景积分格子及积分点布置变化示意图 
Fig.2  The diagram of background grids and Gauss points of integration with crack propagation 

 
其中， 

21 ( )

( )
E E

E

ν⎧ −
⎪′ = ⎨
⎪⎩

平面应变

平面应力

 

式中： dynKΙ ， dynKΙΙ 为真实场动态应力强度因子；
auxKΙ ， auxKΙΙ 为辅助场的应力强度因子； a为裂纹扩

展速度； ( )if a 为一个通用函数，被定义为 
2
24 (1 )

( ) ( {1 2})
( 1) ( )

i
if a i

D a
α α
κ

−
= ∈

+
，       (14) 

其中， 
3 4 ( )
3 ( )
1

ν
κ ν

ν

−⎧
⎪= ⎨ −
⎪ +⎩

平面应变

平面应力
 

2

1 ( {1 2})i
i

a i
c

α
⎛ ⎞

= − ∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

，  

2 2
1 2 2( ) 4 (1 )D a α α α= − +  

式中： 1c ， 2c 分别为膨胀波速和剪切波速，可由拉

梅系数(λ和 μ )和材料密度( ρ )确定，即 

1

2

2c

c

λ μ
ρ

μ
ρ

⎫+
= ⎪

⎪
⎬
⎪= ⎪
⎭

             (15) 

由式(13)，当令 aux 1KΙ = ， aux 0KΙΙ = ，可解出 dynKΙ ；

令 aux 0KΙ = ， aux 1KΙΙ = ，则可解出 dynKΙΙ 。 
4.2 扩展准则 

本文采用最大周向应力准则来确定裂纹起裂和

扩展方向，则裂纹的扩展方向为 

dyn dyn 2 dyn 2

c dyn

( ) 8( )
2arctan

K K K
K

θ Ι Ι ΙΙ

ΙΙ

⎡ ⎤− +
= ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
   (16) 

等效应力强度因子为 

3 dyn dync c
eq c

3cos cos sin
2 2 2

K K Kθ θ θΙ ΙΙ= −    (17) 

根据 T. Menouillard 等[3-4，34]中，裂纹扩展速度

和动态应力强度因子的关系，可确定裂纹扩展速度： 

eq IC

IC
r eq IC

eq

0 ( )

1 ( )

K K

a Kc K K
K

⎧
⎪

= ⎛ ⎞⎨
−⎜ ⎟⎪ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎩

≤

＞
       (18) 

式中： ICK 为准静态下材料的断裂韧度， rc 为瑞利

波速。则可明确地确定一个时间步的裂纹扩展长度

为 a tΔ 。 
 
5  程序实施 
 

下面将给出使用 MLS-NMM 求解裂纹动态扩

展的详细程序实施过程： 
(1) 输入几何参数和物理参数。 
(2) 根据求解区域均匀布置节点(允许节点布置

在域外，但要满足节点影响域与求解区域相交)。 
(3) 利用节点影响域生成数学片，组成数学覆

盖；数学片经物理边界的切割生成物理片，构成物

理覆盖。 
(4) 判断物理片的类型并记录(普通物理片或奇

异物理片)。 
(5) 生成背景积分网格，确定每个背景积分格

子中的高斯积分点及其权系数(参照刘 丰等[28]研

究)。 
(6) 初始计算： 
① 遍历所有高斯积分点，根据式(4a)和(4b)形

成 M，K， pK 和 F。 
② 根据初始条件 0U 和 0U ，利用 0 时刻的运动

方程求解 0U 。 
③ 计算初始时刻的高斯积分点处的 gU ， gU 和
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gσ 。 
(7) 对每个时间步 tΔ ： 
第一个子时间步内： 
① 根据式(9a)和(11a)形成 1K 和 1F ，利用式(7)

求解 1ΔU 。 
② 计算高斯积分点处的 g1ΔU 和 /2

g
t t+Δ σ 。 

③  根据式 (5a)和 (5b)，计算 / 2t t+ Δ 时刻的
/2

g
t t+Δ U 和 /2

g
t t+Δ U 。 

第二个子时间步内： 
① 根据式(9c)和(11b)形成 2K 和 2F ，利用式(8)

求解 2ΔU 。 
② 计算高斯积分点处的 g2ΔU 和 g

t t+Δ σ 。 
③ 根据式(5c)和(5d)，计算 t t+ Δ 时刻的 g

t t+Δ U
和 g

t t+Δ U 。 
(8) 每个时间步末，判断模拟是否达到所设定

的总时间，若是则停止计算，若否则根据式(13)，(16)
和(17)计算裂纹的扩展方向和等效应力强度因子，

再依据式(18)判断裂纹是否发生扩展，若扩展计算

裂纹扩展速度 a (如果已知扩展速度，则无需计算)
并执行下步骤，否则继续执行步骤(7)和(8)。 

(9) 若发生裂纹扩展，更新裂纹信息，并在新

增裂纹长度 a tΔ 范围内，切割原来的背景积分格子

和物理片，生成新的背景积分格子和物理片；将原

来的高斯积分点上的变量映射到新的高斯积分点上

(即完成式(10)的第一步)；继续执行步骤(7)和(8)。 
 
6  算  例 
 

为了验证本文所提出的方法的有效性，下面将

给出 3 个典型的算例进行分析与验证。所有算例的

节点均匀等间距布置，节点影响域都取为正方形，

且其半边长为 1.6h，h 为为节点间距。采用的罚因

子 pk ，都取为 106E，E 为弹性模量。 
6.1 含半无限长裂纹的无限大板问题 

阶跃型荷载作用在含无限长裂纹的无限大板顶

部，理论解为 

0( ) 500 MPa ( 0)t tσ σ= = ≥         (19) 

所取计算模型的几何尺寸和边界条件，如图 3
所示，即板长为 L = 10 m，板高为 H = 4 m，裂纹长

度为 a = 5 m。假定该板处于平面应变状态。材料参

数为：弹性模量 E = 210 GPa，泊松比ν = 0.3，材料

密度为ρ = 8 000 kg/m3。图 4 给出了间距 h = 0.5 m
的节点分布。 

动态应力强度因子的理论解已由 L. B. Freund[35] 

 σ (t) 

5

10 

4 

单位：m 

 
图 3 含半无限长裂纹的无限大板 

Fig.3  Geometry and loading for a plate containing a  
semi-infinite crack 
 

 
图 4  h = 0.5 m 的节点分布 

Fig.4  Distribution of nodes with h = 0.5 m 
 

给出： 
dyn
I ( )K a t =，  

c

0 1 c r
c

r

0 ( )
2 ( )(1 2 ) 1 / ( )
1 1 / (2 )

t t
c t t a c t t

a c
σ ν
ν

⎧
⎪

− − −⎨
⎪ − π −⎩

＜

≥
 (20)

 

式中： 1 5 944 m/sc = ， r 2 947 m/sc = ， c 1/ (2 )t H c= 。 
取 c3t 即 31.0 10 s−× 作为计算的总时间。它表示

波第一次从板底边反射到达裂纹所用的时间。为了

便于比较分析，将时间 t 除以 ct 进行正规化处理，

将动态应力强度因子正规化为 

dyn
I I 0/ ( / 2)K K Hσ=           (21) 

为了验证 Bathe 隐式时间积分法(记为 Bathe)的
准确性，特与 Newmark 时间积分的平均加速度法(记
为 NewmarkA)和常加速度法(记为 NewmarkC)作比

较。假定在计算的时间内裂纹的扩展速度 0a = ，计

算时间步长为 40μstΔ = ，给出节点分布间距为 0.5
和 0.25 m 的计算结果(见图 5)。 

从图 5 结果可以看出，Bathe 隐式时间积分法

较 NewmarkA 有更好的数值稳定性；与 NewmarkC
相比有更高的计算精度。这可能是因为 NewmarkA
不含数值阻尼，而 NewmarkC 的数值阻尼大于 Bathe
法所致。关于 Bathe 隐式时间积分法，具体详细的

数值分析可参见 K. J. Bathe 和 G. Noh[32]。 
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(a) h = 0.5 m 
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(b) h = 0.25 m 

图 5  不同时间积分方法的计算结果 
Fig.5  The accuracy of KI by using different time integration  

methods  
 

验证 MLS-NMM 求解裂纹动态扩展的准确性。

在总的计算时间内，令当 c1.5t t＜ ， 0a = ；当 t≥  

c1.5t ， 1500 m/sa = 。 
为进行收敛性分析，使用节点间距 h = 0.5，

0.25，0.125 和 0.062 5 m 进行分析，采用 20μstΔ = 。

图 6 展示了不同的节点间距下，KI的计算结果。从

图中可以得出随节点间距的减小，计算结果将逐渐

收敛到解析解。然而在裂纹扩展过程中，KI 出现震

荡现象。T. Elguedi 等[5-7]也观察到相应的现象，这

可能是由于在裂纹扩展过程中，切割物理片生成多

个物理片造成自由度数增加所致，这与 L. F. Wen 和

R. Tian[6]的分析结果类似。图 7 给出了采用继承策

略，式(12)表示的误差 e 的分布图。如图所示，在

c1.5t t＜ 时，裂纹未扩展，则 e 为 0；在 c1.5t t≥ 时，

裂纹发生扩展，使用继承策略会产生误差，但误差

很小，最大仅为－0.093%(当 h = 0.5 m 时)。此外，

误差也会随着随节点间距的减小而减小。 
图 8 和 9 给出了当 h = 0.25 m 时在不同时间步

长 40 20 10μstΔ = ， ， 下的 KI 和 e 的计算结果，从 

.
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图 6  KI在不同节点间距下 MLS-NMM 的计算结果 

( 20 μstΔ = ) 
Fig.6  Effect of node space on KI by using MLS-NMM 

( 20 μstΔ = ) 
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图 7  e 在不同节点间距下 MLS-NMM 的计算结果 

( 20 μstΔ = ) 
Fig.7  Effect of node space on e by using MLS-NMM 

( 20 μstΔ = ) 
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图 8  KI在不同时间步长下 MLS-NMM 的计算结果 
(h = 0.25 m) 

Fig.8  Effect of time step on KI by using MLS-NMM  
(h = 0.25 m) 
 

时间离散角度来检验本文方法的稳定性。由图 8 可

知，随着计算所用的时间步长的减少，计算精度会

稍有提高。当 10μstΔ = 时，在 ct t＜ 时发生轻微震

荡，这可能是由于时间步小，与其相关的数值阻尼

也变小的原因而引起的。图 9 中显示，本文所采用

的继承策略的计算精度对时间步长不敏感。总体来 
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图 9  e 在不同时间步长下 MLS-NMM 的计算结果 

(h = 0.25 m) 
Fig.9  Effect of time step on e by using MLS-NMM(h = 

0.25 m) 
 

讲，这 3 个时间步的选用，都可以达到计算所需的

精度要求。这也是采用隐式时间积分法的优势，即

可以使用较大的时间步长计算，从而降低计算量。 
综上所述，本文所提出的方法具有良好的数值

特性。 
6.2 Kalthoff-Winkler 实验 

J. Kalthoff 和 S. Winkler[36]首先采用含双边平行

裂纹在受冲击荷载作用下的材料的断裂性能实验研

究。此实验也被广泛应用于数值模拟的验证[2-3，5，7-8]。

因其是对称的，所以取其一半作为研究对象，模型

尺寸及边界条件如图 10 所示。假定该模型处于平面

应变状态。计算所用参数为：弹性模量 E = 190 GPa，
泊松比 ν = 0.3，材料密度ρ = 8 000 kg/m3，断裂韧度

KIC = 68 000 kN/m3/2，瑞利波速 cr = 2 799.2 m/s。计

算总时间为 80 μs。 
 

16.5 m/s 

50 50 

25
 

75
 

单位：mm 

x

y 

 
图 10  Kalthoff-Winkler 实验 

Fig.10  Kalthoff-Winkler′s experiment 
 

为了避免在计算过程中，初始裂纹面发生自接

触，模型实际的建立中可预留很小间隙[2]。 

该模型的节点离散图见图 11，其节点间距 h = 
2.5 mm。计算采用的时间步长为 Δt = 1 μs。 

 

 
图 11  h = 2.5 mm 的节点分布 

Fig.11  Distribution of nodes with h = 2.5 mm 
 

为了与 T. Belytschko 等[2，8]的计算结果作比较，

首先采用裂纹扩展速度为定值，即 453.35 m/s 进行

分析。T. Belytschko 和 M. Tabbara[2]使用无网格伽辽

金法(EFG)和 E. T. Ooi 等[8]采用比例边界有限元法

(SBFEM)来模拟计算该问题。动态应力强度因子随

时间的变化图，如图 12 所示。从图中可以看出，本

文方法(MLS-NMM)的动态应力强度因子的变化趋

势与参考文献基本一致，结果稍大于文献结果。裂

纹扩展的起始时间为 15 μs，稍早于无网格伽辽金法

的 16.3 μs 和比例边界有限元法的 16 μs。本文的计

算结果与文献结果稍微不同的原因，可能是对奇异

物理片使用局部扩充的近似函数(见式(1))所致。此

种做法能更准确地计算应力强度因子[19]，引起计算

结果稍早地满足断裂准则，从而导致比其它方法先

开始裂纹扩展。图 13 给出了本文方法和无网格伽辽

金法的最终扩展路径图，两者基本一致。 
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图 12  Kalthoff-Winkler 实验中动态应力强度因子随时间的 
变化 

Fig.12  The dynamic stress intensity factor of Kalthoff-  
Winkler′s experiment with times 
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图 13  Kalthoff-Winkler 实验中裂纹扩展路径 

Fig.13  Path of crack propagation for Kalthoff-Winkler′s  
experiment 
 

为验证本文方法的适用能力，计算过程根据  
式(18)确定裂纹扩展速度，继续进行此算例的模拟。

计算结果如图 14 和 15 所示。图 14 给出了裂纹速     
度由式(18)确定下裂纹扩展最终的路径图，裂纹的

初始起裂时间也为 15 μs，初始开裂角度为 70.5°。 
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图 14  在裂纹扩展速度变化下裂纹扩展最终路径 
Fig.14  The final path under changing speed of crack  

propagation 
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图 15  随时间变化的裂纹扩展速度 

Fig.15  The speeds of crack propagation with times 

裂纹在整个扩展过程中，扩展角度为 63.9°～87.1°。
裂纹的总体倾斜的角度，基本与 J. Kalthoff 和 S. 
Winkler[36]得出的 70°一致。图 15 展示了裂纹扩展

过程中，裂纹扩展速度的分布图。裂纹从 15 μs 开始

扩展，直到 30 μs 扩展速度整体处于增加状态，30 μs
以后裂纹以 1 200 m/s 上下的速度进行扩展。 
6.3 含双裂纹的三点弯曲梁 

采用一个含双裂纹的三点弯曲梁，去验证

MLS-NMM 模拟动态混合型多裂纹扩展的准确性，

计算模型的尺寸及边界条件见图 16，其中速度边界

的施加按下式进行： 

0 0
0

0

/ ( )
( )

( )
vt t t t

v t
v t t
⎧

= ⎨
⎩

≤

＞
            (22) 

式中： 0.06 m/sv = ， 0 196 st = μ 。 
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图 16  含双裂纹的三点弯曲梁 

Fig.16  Three-point bending specimen containing double cracks 
 

假定处于平面应力状态。该算例的相关计算参

数为：弹性模量 E = 31.37 GPa，泊松比 ν = 0.2，材

料密度ρ = 2 400 kg/m3，断裂韧度 KIC = 800 kN/m3/2，

瑞利波速 cr = 2 119.8 m/s。 
定义 2 条裂纹的间距与 l1 相关的参数为  

2 1/l lγ =                 (23) 

早在 1990 年，R. John 和 S. P. Shah[37]发现对应

不同γ的值会出现不同的裂纹扩展形式。本文将对     
γ = 0.5，γ = 0.61，γ = 0.68 使用 MLS-NMM 进行相

应的计算。 
对于不同的γ，都采用相同的节点间距 h = 4 mm

的节点分布(图 17 给出了γ = 0.5 时的节点分布图)，
计算所需的时间步长为 8 stΔ = μ 。 

 

 
图 17  h = 4 mm 的节点分布图(γ = 0.5) 

Fig.17  Distribution of nodes with h = 4 mm(γ = 0.5) 
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图 18 和 19 分别给出γ = 0.5 时裂纹最终扩展的

路径和裂纹的扩展速度。从图中可发现，中心裂纹

不发生扩展，只有左边裂纹发生扩展，开裂时间为

696 μs，且扩展的初始段与竖向的夹角约为 22˚与
R. John 和 S. P. Shah[37]的计算结果一致。 
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图 18  γ = 0.5 时裂纹扩展路径 

Fig.18  The path of crack propagation with γ = 0.5 
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图 19  γ = 0.5 时裂纹扩展速度 

Fig.19  The speeds of crack propagation with γ = 0.5 
 

图 20和 21分别给出γ = 0.61时裂纹最终扩展的

路径和裂纹的扩展速度。图 20 显示，2 条裂纹都发 
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图 20  γ = 0.61 裂纹扩展路径 

Fig.20  The path of crack propagation with γ = 0.61 
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图 21  γ = 0.61 裂纹扩展速度 

Fig.21  The speeds of crack propagation with γ = 0.61 

生了扩展，中心裂纹沿与竖向夹角约为 0°的方向扩

展。由图 21 可知，左边裂纹先开始扩展，之后中心

裂纹发生扩展，但中心裂纹在 872 μs 时停止扩展。 
图 22和 23分别给出γ = 0.68时裂纹最终扩展的

路径和裂纹的扩展速度。此时，只有中心裂纹从 800 
μs 开始扩展，且与竖向夹角约为 0°的方向扩展。 
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图 22  γ = 0.68 时裂纹扩展路径 

Fig.22  The path of crack propagation with γ = 0.68 
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图 23  γ = 0.68 时裂纹扩展速度 

Fig.23  The speeds of crack propagation with γ = 0.68 

 
7  结  论 
 

为了将基于移动最小二乘插值(MLS)的增强型

数值流形法(MLS-NMM)应用到动态裂纹扩展中，本

文通过引入 Bathe 隐式时间积分方法，并采用一种

新的自由度继承策略，结合动态裂纹扩展的断裂力

学准则，提出了一套基于 MLS-NMM 的动态裂纹扩

展的求解格式。通过 3 个典型算例的计算结果分析，

可得出以下结论： 
(1) 新的自由度继承策略的使用，能有效解决

动态裂纹扩展过程中的自由度继承问题。 
(2) 本文方法能有效准确地模拟裂纹的动态扩

展。 
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