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摘要 ： 论文给出 了二维有羿 区域上 Ｌａｄｙ ｚｈｅｎｓｋａｙａ 流体力学方程组的确定 模与确定结点的个

数估计 ． 结果表明若该方程组的任意 两个弱解的前有限个傅 立叶模有相 同 的渐近行为 ， 则这两

个解就具有相同的渐近行为 ；
若该方程组 的任意两个强解在有限个空Ｍ 中 的点 上有相同 的渐

近行为 ， 则这两个解儿乎在 整个空间上具有相同 的渐近行为 ．

关键词 ： Ｌａｄｙ ｚｈｅｎｓｋａｙａ 流体力学方程组 ；
确定模 ； 确定结点 ；

渐近行为 ．

ＭＲ
（
２０ １ ０

） 主题分类 ： ３５Ｂ４ ０ ；３ ５Ｑ５ ５
；７ ６

Ｄ０５中图分类号 ： ０ ２ １ ２ ． ６２文献标识码 ： Ａ

文章编号 ： １００ ３
－

３９９８
（
２０ １ ８

）
０ １

－

７ １
－

１２

１ 引言

本文研究下面非 自 治 Ｌａｄｙｚ
ｈｅｎ ｓｋａｙａ 流体力学方程组解的渐近行为

ｕ
ｔ
－

Ａ ｕ＋
 （
ｕ

？

Ｖ
）

ｕ
－

Ｖ 
？

Ｔ
（
ｅ

（
ｕ

） ） 
－

ｆ

－Ｖ
ｐ
＝ｆ

（
ｘ

， 
ｔ
） ，ｘＧ（

１ ． １
）

Ｖ ｕ＝０
，（

１ ．２
）

ｕ
｜

＾ｎ
＝Ｔ

ｉ
ｊ
Ｕ
ｊ
Ｕ

ｉ
＝０

，ｉ
， ｊ
＝１

，

２
，ｘＧｄＱ

，（

１ ．３
）

ｕ
（

ｘ
，

０
）
＝ｕ

０
（

ｘ
）

，（
１ ．４

）

其中 Ｕ
Ｇ

Ｒ２ 是适
、
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ｓｋａｙａ 流体模型 ． 方程 （
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） 中的第
一个条件表示流体在边界上没有滑溜 ， 第二个条件表示流

体的牵引力在边界上消失 ． 当参数 ７
＜〇 时 ， 该流体被称为增稠流 ［
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． 目前已有大量文献研究

了Ｌａｄｙｚｈｅｎｓｋａｙａ 流体模型 （或者其相关流体模型 ）
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的弱解的渐近行为完全 由 它们的前有限个傅立叶模的渐近行为所确定 ． 关于偏微分方

程组的确定模问题 ， 已有
一些文献可参考 ． 例如 Ｎ ａｖ ｉｅｒ－Ｓｔｏｋｅ ｓ 方程组 （参见文献 ［
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本文讨论的第二个问题是方程组 （
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） 的强解的确定结点个数 ． 众所周知 ， 在许多

实际情形中 ， 用到的实验数据都是从物理空间中有限个测董点采集得到 ． 因此关于确定结点

的研究有重要意义 ．
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本文的第二个结果是证 明方程组 （
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确定 ． 这将为人们应用计算机对 Ｌａｄｙｚ
ｈｅｎ ｓｋａｙａ 流体方程组进行数值模拟提供理论支撑 ．
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２ 预备知识

本文中 Ｒ 表示实数集 ，

Ｎ 表示 自然数集 ， 表示 Ｌｅｂｅ ｓｇｕｅ 空间 ， 范数为 ｈ ｜ ｐ ；
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下面介绍三个算子 ． 首先定义算子 Ａ
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＝
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理 ２ ． １

Ｍ 存在仅依赖于 ｎ 的正常数 ｑ（
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（
ｕ

） ，
ｖ

〉

＝

＾／／
ｘ
（
ｕ

）
ｅ
ｙ （
ｕ

）
ｅ
？ （
ｖ

）
ｄｘ

，

Ｖ ｕ
，
ｖｅＦ

，（
２ ． ７

）

Ｏ

则 ｉＶ
（
ｕ

） 是从 Ｖ 到 Ｖ
＊

的连续泛函 ．

应用上面的记号和算子 ， 方程组 （
１ ． １

）

－

（
１

．

５
） 在零散度场中的弱的形式可以 写成

＋ ｖ４ｕ＋ －Ｂ
（
ｕ

）＋ －／Ｖ
（
ｕ

）
＝ｆ

｛ｔ ） ，ｔ＞０
，（

２ ． ８
）

ｕ
（
ｘ

，
０

）
＝

ｕ 〇 ， （
２ ． ９

）

其中 （
２ ．８

） 式是在 ２？
＇

（
０

， ＋ 〇〇
；
Ｐ

） 分布意义下成立 ． 下面给出关于方程组 （
２ ．８

）

－

（
２ ． ９

） 解的定

义 ．

定义２ ＿ ２如果函数
ｕＧ＿Ｌ

２

（
０

，
＋ｏｏ

；

ｉ／
）
ｎ Ｌ

２

（
０

，
＋ｏｏ

；

Ｖ〇 ｎ ｉ

°°

（
０

，
＋ ｏｏ

；

ｉ？
） ，

ｕ
（
ｘ

，

０
）
＝

ｕ０ ， 且

ｕ 以及它的导数 汰ｕ 在 Ｐ
＇

（
０

，

＋〇〇

；
Ｐ ） 分布意义下满足 （

２ ． ８
） 式 ， 则称 ｕ 是方程组 （

２ ．８
）

－

（
２ ． ９

）

的弱解 ． 如果 
Ｕ

是弱解且ｕｅＬ
２

（
０

，＋〇〇
；ｎｉ

２

（
０

，＋ 〇〇
；

￡）

（
■／！

） ） ｎｉ
°°

（
０

， ＋００
； 
Ｖ

） ， 则称 
ｕ

是方

程组 （

２
．８

）

－

（
２ ．９

） 的强解 ？

定理 ２ ． ３ 假设 ｅ＞０
，ｍｑ＞〇

，７Ｇ （
０

，
１

） 且 ｆｅＬ
２

（
０

， ＋ｏｏ
；

／／
）

． 则对任意 Ｕ 〇
ｅ 丑

， 方程组

（
２ ． ８

）

－

（
２ ． ９

） 存在唯
一

弱解 ；
且对任意 ｕ０ｅＶ

，
方程组 （

２
．
８

）

－

（
２ ． ９

） 存在唯
一

强解 ．

我们可以应用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法证明定理 ２ ．３ 的结论 ，
过程与文献

［

４
］
相似 ， 在此略去 ．

下面的引理在我们估计 Ｌａｄｙｚ
ｈｅｎｓｋａｙａ 流体方程组的确定模与确定结点时起重要作用 ．

引理 ２ ．４ ［

１ ５
］ 设 多⑴ 和 ０⑷ 是 ［

０
，＋ 〇〇

）
上的实值函数 ，

且存在 ｒ＞０
， 使得

１ｆ
ｔ＋Ｔ

ｌ ｉｍ ｉｎｆ
—

／０ （
ｒ

）
ｄｒ＞０

，（

２ ． １０
）

ｔ
－＾ ＋ＯＯＴ

Ｊ
ｔ

１ｆ
ｔ＋Ｔ

ｌ ｉｍ ｓｕｐ
不／（

ｊ

＞

￣

（
ｒ

）
ｄｒ＜ｏｏ

，（
２ ． １ １

）

ｔ—＋〇〇
Ｔ Ｊｔ

１

ｌ
ｉｍ

－

ｉｐ
＋

（
ｒ

）

ｄＴ ＝０
，（

２ ． １ ２
）

ｔ—＋ｏｏ ＿Ｌ Ｊ
ｔ

其 中 ｆ⑷ ＝ ｍａｘ｛
－

０⑷ ，

０
｝

，
岭
＋
⑷ ＝ ｍａｘ＃⑷ ，

０
｝

． 设 你） 是
［

０
，
＋ 〇〇 ） 上的非负绝对连续函

数 ． 若

ａ ． ｅ ？ 于
［

０
，＋ 〇〇

） ，

则 当 ｔ
—

＾
＋ 〇〇 时有 Ｃ⑷

一

＾〇 ．

（
２ ． １３

）

３ 确定模个数估计

这
一

节的主要 目标是估计方程组 （
２ ． ８

）

－

（
２ ．９

） 的弱解的确定模个数． 为此 ， 设 ｕ 和 ｖ 是

方程 （
２ ．８

） 对应于压力 ｆ ＝ｆ
（
ｘ

，

；ｔ
） 和 ｇ

＝

ｇ （

ｘ
，
ｆ
） 的两个弱解 ，

且 ｆ
（
ｘ

， 幻 和 ｇ（
ｘ

，

ｉ
） 具有相同

的渐近行为 ， 即 当 ｔ —＋〇〇 时 ， 有

ｆ
 ｜

ｆ
（
ｘ

，
ｉ
）

－

ｇ （
ｘ

，

ｆ
） ｜

２

ｄｘ
—

＞０ ．（
３ ．１

）



Ｎｏ ． ｌ张 明书等 ： Ｌａｄｙｚ
ｈｅｎｓｋａｙａ 流体力学方程组的确定模与确定结点个数估计 ７５

外力项 ｆ
（
ｘ

， ｔ
）
和 ｇ （

ｘ
，
ｔ
） 的渐近强度用它们的 Ｌ

２

范数刻画为

ｌ ｉｍ ｓｕｐ ｜ ｜

ｆ
（
ｘ

， ｉ
） ｜ ［
＝ ｌ

ｉｍ ｓ ｕｐ ｜ ｜

ｇ （
ｘ

，
ｉ
） ｜ ｜
＝Ｆ ．（

３ ．２
）

￡
—

？＋〇〇ｉ
—

？

■

＋ 〇〇

根据算子 ａ 的定义 ， 易知算子 ４ 是 自 伴椭 圆算子 ． 由椭圆算子的经典理论 １

７
，

１５
１

， 知存

在
一列特征值 ｛＼ ｝ｆ＝ １ 满足

０＜Ａ ｉ＾Ａ ２＾＾Ａｎ＾ ，（

３ ．３
）

且当 ｎ—＋ 〇〇 时 Ａ
？
—＋〇〇

， 同时在 Ｄ
（＞

１
） 中存在

一

列特征向置 ｛
ｗ

ｎ （
ｘ

） ｝ ７Ｔ＝ １
， 该列特征向量

是空间 Ｖ 的标准正交基 ， 在 Ｈ 中正交 ， 使得

Ａｗｎ
＝Ａ

ｎ
ｗｎ ｉＶ ｎ６Ｎ ． （

３ ． ４
）

根据这列特征向童 ， 我们可以将方程 （

２ ．８
） 的每个解展开成下面形式

ＯＣＯＣ

ｕ
（

ｘ
，
＜

）
＝

＾ ｗ ７ ｉ
（
＜

）
ｗ？ （

ｘ
） ，ｖ

｛
ｘ

，
ｔ

）
＝

 ２^
ｖｎ （ ｔ

）

ｗｎ （
ｘ

）
．

ｎ＝ ｌｎ＝ １

这样 ， 我们定义 与前 ｍ 个傅立叶模相关的 Ｇａ ｌｃ ｒｋｉｎ 投影算子 Ｐｍ
（参见文献 ［

１ ３
，ｐ ｌ ２３

］ ） 如下

ｍｍ

Ｐ
ｍｕ

（
ｘ

， ０
＝ｕｎ （

ｔ
）
ｗｎ

（
ｘ

） ，Ｐｍｖ
（
ｘ

，０
二

Ｅ 

｛；ｎ （
ｔ
）
ｗｎ （

ｘ
）

．（
３ ．５

）

７ １
＝

１ ７
１
＝

１

本节主要结果如下 ：

定理 ３ ． １ 假定 ｅ＞〇
， 仲 ＞ｏ

，７ｅ （
ｏ

，
１

）
且

Ａ
ｉ

入
１＋１

＞ ２＿
１

、／
４＋

１２

７２ 

＊

若 ｍｅＮ 使得

入 ７＂． ＋
１
〉

１６
（
Ａ

１＋ｌ
）

ｃ
１

２

｜ 肀Ｌ＾
（

０ ．

＋ 

ｏｃ ．Ｈ
）

Ａ
？ （ ａ

 １＋ １

２＂ （ ）
ｆ ＾＋

７
７ ）

（

３ ．６
）

（
３ ．７

）

则 与 Ｇａ ｌｅ ｒｋｉｎ 投影算子 Ｐ
ｍ 相关的前 ｍ 个傅立叶模足

－ 方程组
（

１ ． １
）（

１ ． ５
）
的确定模 ．

证 设 ｕ 和 ｖ 是方程 （
２ ． ８

）
对应ｆ压力 ｆ ＝ｆ

（
ｘ

， 〇 和 ｇ
＝

ｇ （
ｘ

，
〖

）
的两个弱解 ， 且 ｆ 和 ｇ

满足 （
３ ． １

）
式 ． 根据定义 １ ． １

， 我们需证明３
ｍ 足够大时， 若 （

１ ． ６
） 式成立则 （

１ ．７
）
式成立 ． 为

此
，
记 西 ＝ １１

－

乂
，

＜３？ ｜
＝／

－ ？？，
． ， 其中 ／ 是 甲－位券子 ． 我们只需证明 １ １

１１ １
｜

｜

（５ ， ， １＼＾
（〇 ｜ ｜

２
＝

（） ．

（
— ＊

＋

？

＞〇

因为 ｕ 和 ｖ 是方程
（

２ ． ８
）
对应 Ｐ压力 ｆ ＝ｆ

（

ｘｊ ） 和 ｇ
＝

ｇ
（

ｘ
， ｉ

）
的两个弱解 ， 所以

ｄｗ

ｄ ｔ

Ｈ
－

Ａｗ＋Ｂ （
ｗ

，ｕ
） ＋ｉ？ （

ｖ
，

ｗ

）
－

ｈＮ
（
ｎ

）
－

Ｎ
（
ｖ

）
＝ｆ

（
ｔ

）
－

ｇ （
ｉ

）

．

（
３ － ８

）

用 ＱｍＷ 与方程
（

３ ．８
）
在 ｉ／ 中作内积 ， 得

＾ ｜ ｜

＜３ｍｗ ｜ ｜

２

＋ ｜ ｜

ＶＱｍｗ
｜ ｜

２

＋６ （
ｗ

，

ｕ
， Ｑｍｗ ）＋６ （

ｖ
，
ｗ

， Ｑｍｗ）

＋ （

ＡＴ

（
ｕ

） ， Ｑｍｗ ）
－

（
ｉＶ

（
ｖ

） ， Ｑｍｗ ）
＝

（
ｆ⑴

－

ｇ⑴ ， Ｑｍｗ ） ，
ａ ．ｅ ？ 于

［

０
， ＋００

）

．（
３ ． ９

）
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应用 （
２ ．
３

） 式 ， 我们把 ＆
（
ｗ

，

ｕ
， Ｑｍｗ ） 写成

６
（
ｗ

，

ｕ

，Ｑｍｗ ）
＝

６
（

Ｐ
ｍ
ｗ

，
ｕ

， Ｑｍｗ ）＋ｂ
（Ｑｍｗ ，


ｕ

，Ｑｍｗ ）
．

由 （
２ ．４

） 和 （
２ ．５

） 式得

｜

＆
（
Ｐ
ｍ
ｗ

，
ｕ

， Ｑｍｗ ）
｜
＜ｄ ｜ ｜

Ｐ
ｍ
ｗ

丨

肉 丨

Ｐ
ｍ
ｗ

｜ ｜ ｆ
｜ ｜

ｕ
｜ ｜

＊
｜ ｜

ｕ
｜ ｜ 各 ｜ ｜ Ｑｍｗ ｜

｜

ｖ ，

｜

Ｊ＞ （ＱｍＷ ，

Ｕ
， Ｑｍｗ ）

｜＾Ｃｉ
ｌ ｌ ＱｍＷ ｌ ｌ ｌ

ｌ

ＱＴＯＷ ｌ ｌ

ｖ
ｌ ｌ

ｕ
ｌ ｌ

ｖ

４ｃ ｉ

２

（
Ａ ｉ＋ １

）
｜■

｜ ｜

ｕ
｜ ｜ ｖ ｜ ｜

（３ｍＷ
｜ ｜

２

＋
入 １

（
３ ． １０

）

（
３ ． １ １

）

（

３
． １２

）

入
ｉ

丨…『
－

ｉ ，
．

４
（
Ａ

ｉ＋１
）

ｌ

类似地 ， 有

｜

６（
ｖ

，

ｗ
， ｇｍｗ） ｜

＝
 ｜

６ （
ｖ

，

Ｐ
ｍ
ｗ

， Ｑｍｗ ）
｜＜ｃ２

｜ ｜

Ｐ
ｍ
ｗ

｜ ｜

３
｜

｜

Ｐ
ｍ
ｗ

｜ ｜ ｜
，

｜ ｜

ｖ
｜ ｜

５
｜ ｜

ｖ
｜ ｜ ＾ ｜ ｜Ｑ ｒｎ

ｗ
｜ ｜

ｖ ．（
３ ． １３

）

为了估计非线性项 （
Ｗ

（ｕ ）

－

ｉＶ
（
ｖ

） ， Ｑｍｗ ） ， 我们记

Ｊ
－

（
Ｓ

）

＝
／
ｘ
〇 （

ｅ ＋
｜

Ｓ
｜

２

）

－

１
， ／ ２

§
！ （

３ ． １４
）

Ｓ
ｌ １

Ｓ
ｌ２ 、

£ 股以 （
二阶对称方阵 ）

，
｜

Ｓ
｜

２
＝ＪＳ

ｊ
ｆｃｅＲｊ ，

ｆｃ＝１
，

２ ？ 通过计算
＾２ １＾２２／３ ＾

ｋ￣ 

＂

其 中 ｓ＝

（参见文献 ［

３８
，
（
３ ． １ ０

） 式
］
） ， 可知 ＿

Ｆ
（Ｓ ） 的

一

阶 ＦＶｅｃｈＳｔ 导数满足

｜ ｜

￡？

：
Ｆ

（Ｓ ） ｜ ｜＜ｃ３
全

Ｍ〇 ｅ
ｉ ／ ２

ｆ 

＋
装 ，

Ｖ §ｅ Ｈ．

；

２ ｘ ２

ｓ ｙｍ
－

因此对任意 §＾ §２ｅ啦＃ 有

＾（Ｓ２ ）

－ ＾
（
Ｓｉ ）

ＤｌＦ｛Ｓ ｉ＋ｔ （§２
—

Ｓｉ ）） （§２
—

Ｓ ｉ ）
ｄＴ

（
３ ．１ ５

）

（

３
．１ ６ ）

注意到对任意 ｕｅＶ 有
｜ ｜

ｅ
（
ｕ

） ｜ ｜
＜｜

｜

ｕ
｜ ｜

ｖ ． 结合 （
３

．
１４

）

－

（

３ ＿ １ ６
） 式可推得

｜ （
ｉＶ

（
ｕ

）
－ ｉＶ

（
ｖ

） ， Ｑｍｗ ） ｜
＝

／｛
Ｖ －

 ［

＾
（

ｅ
（
ｕ

） ）

－

＾ （
ｖ

） ）
］ ｝

■

Ｑ ｍｗｄｘ

［

＾
■

（
ｅ

（
ｕ

） ）

－

＾ （
ｅ

Ｃ
ｖ

） ） ］
？

ｅ
（Ｑｍｗ ）ｄｘ

／ａ Ｊ ｏ

ＤＪ
ｒ

（
ｅ

（
ｕ

）
＋ｒｅ

（
ｗ

） ）
ｅ

（
ｗ

）
ｄｒ

■

ｅ
（Ｑｍｗ ）

ｄｘ

＜ｃ３
｜ ｜

ｅ
（
ｗ

） ｜ ｜ ｜ ｜

ｅ
（Ｑｍｗ ）

｜

｜＜ｃ３
｜ ｜

ｗ
｜ ｜

ｖ
｜

｜Ｑｍｗ ｜ ｜

ｖ

＜Ｃ３ （ ｜ ｜

（３ｍｗ
｜

｜ ｖ ｜

｜

Ｐ
ｍｗ

｜ ｜

ｖ＋ ＨＱｍＷ ｜ ｜＾ ）
．

现由 ＰｏｉｎｃａｒＳ 不等式得

Ａ ｉ

入ｉ＋ １

结合 （
３ ．３

） ，（
３ ．４

） 和 （３
． １８

） 式 ， 可得

Ａ ｉ＋ １

｜ ｜

ｕ
｜ ｜ ＾＾（

Ａｕ
，

ｕ
）＾｜ ｜

ｗ
｜ ｜ ＾ ，ＶｕＧＶ．

｜

｜

Ｐ
ｍＷ

｜ ｜＾＾
——

（
＞１ＰＴＯＷ ， 

Ｐ
ｍｗ）＜
 ＾－

｜

｜

Ｐ
ｍｗ

｜ ｜

２

．

（
Ａ ：＋ｌ ）

Ａ
ｍ＋ｉ

入
ｌ

入
ｌ

（

３ ． １ ７
）

（

３ ． １８
）

（
３ ． １９

）
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把估计式 （

３ ． １ ９
）
代入 （

３ ． １ ７
） 式得

＼ ｛

Ｎ
（

ｕ
）

－

Ｎ
（

ｖ
） ， Ｑｍｗ ） ＼＾

ｃ
３

／ （
Ａ

ｌ＋ｌ
）

／＼
ｍ＋ｌ

Ｖ
｜

｜

Ｐ
ｍ
Ｗ

｜

｜ ｜ ｜

（５ｍｗ
｜ ｜

ｖ＋Ｃ３
｜ ｜ Ｑｍｗ ｜ ｜ ｙ

最后显然有

｜ （
ｆ⑴ 一

ｇ⑴ ， Ｑｍｗ ） ｜＜ ｜ ｜

ｆ⑷ —

ｇ⑷ ｜ ｜ ｜ ｜

Ｑｍｗ ｜ ｜

，

｜ ｜

ＶＱｍｗ ｜ ｜

２

＾二

．

ｆ
ｌ ｌ

ＱｍＷ
ｌＨ

从 （
３ ．９

）

－

（

３ ． １ ３
）
式及 （

３ ．２ 〇
）

－

（

３ ． ２２
）
式推得

＾
｜ ｜ＱｍＷ ｜ ｜

２

４
－－

２ｃ３ ） ｜ ｜ Ｑｍｗ ｜ ｜ ^

－
８ｃ

ｌ （

：
：

＋ｌ
）

｜ ｜

ｕ
｜ ｜Ｈ ｜ ＱｍＷ ｜ ｜

２

＜２ｃ
ｉ ｜ ｜

Ｐ
ｍ
ｗ

｜ ｜

５
｜ ｜

Ｐ
ｍ
ｗ

｜ ｜ ＾ ｜ ｜

ｗ
｜ ｜

５
｜ ｜

ｗ
｜ ｜ ＾ ｜ ｜Ｑ Ｔｎ

ｗ
｜ ｜

ｖ

＋ ２ｃ ｘ
｜ ｜

Ｐ
ｍ
ｗ

｜ ｜

２

 ｜ ｜

Ｐ
ｍ
Ｗ

｜ ｜ ＾ ｜ ｜

ｖ
｜ ｜

＾
｜ ｜

ｖ
｜ ｜ ＾ ｜ ｜

Ｑｍｗ
｜ ｜ ｖ

＋ ２
｜ ｜

ｆ
（０

－

ｇ （
ｔ
） ｜ ］ ｜ ｜Ｑｍｗ ］ ｜＋ ２ｃ ３

＾

（
Ａ

ｌ＋

＾

）
Ａｍ＋ １

 ｜ ｜

Ｐｍｗ
ｌ ｌ ｜ ｜

ｇｍｗ
ｌ ｜ Ｋ ，

ａ． ｅ ？ 于
１

［

０
， ＋〇〇

）

．

应用不等式 Ａ
＾＋ ｉ

ｌ ｌ

ＱｍＷ
ｌ Ｉ

２

Ｈｗ昤 且记

ｍ
＾
ｉ ｉＱｍｗ （〇 ｎ

２

，

扣 ⑴ 全
（＾Ｙ

－ ２ｃ３ ）

Ａ
ｍ ＋ １

－

８ｃ
ｉ

２

》
：

．

＋１ ）

｜＿ ｆｖ ，

（

３ ．２０
）

（
３ ．２ １

）

（
３ ．２２

）

（
３ ．２３

）

（

３ ．２４
）

（
３ ．２５

）

办 ⑴ 全２ｃ
１

｜ ｜

Ｐ
ｍ
ｗ

（
ｔ
） ｜ ｜

＊
｜ ｜

Ｐ
ｍ
ｗ

（〇 ｜ ｜ ｆ ｜ ｜

ｗ
（〇

｜

｜

＊
｜ ｜

ｗ
（
ｔ
） ｜ ｜ ｆ ｜ ｜

Ｑｍ
＇

ｗ^
） ｜ ｜ ｖ

＋２ｃ
１ ｜ ｜

Ｐｍｗ
（
ｉ

） ｜ ｜

５
｜ ｜

Ｐ
ｍ
ｗ

（
ｉ ） ｜ ｜ ＾ ｜ ｜

ｖ
（
ｉ ） ｜ ｜

５
｜ ｜

ｖ
（（ ） ｜ ｜ Ｊ ｜ ｜ Ｑｍｗ （ｆ ） ｜ ｜

ｖ

＋Ｃ
３

Ｖ

（
Ａ

ｌ

 Ｉ Ｉ

Ｐ
ｍ
ｗ

（
ｔ
） ｜ ｜ ｜ ｜ Ｑｍｗ （

＾
） ｜ ｜

ｖ ＋２
｜ ｜

ｆ⑴
－

ｇ⑷ 丨 ｜ ｜ ｜ＱｍＷ⑷ 丨 丨

．

（
３ ． ２６

）

则微分不等式 （
３ ． ２３

）
可写成

＾ｉｐ ｉ （
ｔ

）
，ａ． ｅ ． 于

［

０
， ＋ 〇〇

）

？（
３ ． ２７

）

ａ ｔ

接下来将验证 （

３ ．２４
） （

３ ． ２７
） 式中的 和 ⑴ 和 咖⑴ 满足引理 ２ ．４ 的条件 ． 事实上 ， 因为

Ｕ 是 （
２ ． ８

） （
２ ．９

） 式的弱解 ， 先用 ｕ 与 （
２ ．８

） 式在 Ｈ 中作 内积 ， 然后在 ［
Ｍ ＋Ｔ

］
上积分 （

ｔ 和

Ｔ 均为正数
）

， 再应用 （

２ ． ３
）
式 ， （

３ ． １８
）
式 ，

不等式
〈

；Ｖ
（

ｕ
）

，

Ｕ
〉 ＞ ０ 及

ｒ ｔ
￣

＼
－ Ｔ＼ｐ

ｔ
－

＼
－Ｔ＼ ｜

－

Ｉ

ｆ
ｔ＋Ｔ

Ｊｔ（
ｆ

（
ｓ

）

－

ｕ
（
ｓ

） ）
ｄｓ

＾

以？二
．

”

－

乂 ｜ ｜

ｕ
（
ｓ
） ｜々 ｄｓ＋ 」

＾

—

乂 ｌ ｜

ｆ
（
ｓ
） Ｈ

２

ｄｓ
，

可以得到

＼ｐ
ｔ

－

＼

－ Ｔ＼Ｉ

Ｉ

疒
ｔ＋Ｔ

ｌ ｜

ｕ
（
ｔ＋Ｔ

） ｌ ｜

２

＋
ＡＴｒｉ ｉＩＫ ？

） ｌ ｌｖ
ｄ＾

｜ ｜

ｕ
（
ｔ
） ｜

｜

２
＋＾＾＂

ｆ⑷ｆｄＳ ．（
３ ． ２８

）
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注意到 ｕｅＬ
°°

（
０

， ＋ 〇〇
； 
／〇 且 ｆｅＬ

°°

（
０

，＋ 〇〇
； 
Ｆ

）
． 从 （

３ ．剛式可推知当 ｒ 足够大时有

１严＇ ， 、 ｎ ２ ｊ，

４
（
１＋ ？ ）

２

啡， ，

＋ 〇〇问

亍 乂 ｌ ｜

ｕ
（
ｓ

） ｜ ｜Ｘ


故 扣⑷ 满足条件 （
２ ． １ １

）

． 同时 ， 应用 （

３ ． ２５
） 和 （

３ ．２９
） 式可得

１ｒ ｔ＾
－Ｔ＼

ｌ ｉｍ
—

／ ＜

／
＞

ｉ （
ｒ

）

ｄｒ＾（

—＋〇〇Ｔ ．

Ａ
ｉ＋１

２ｃ
３ ）

Ａ
ｍ＋ ｉ

３ ２
（

Ａ
：＋ｌ ）

３
ｃ

ｉ

２

｜

ｆ
｜ ｜ 〇〇

（
ｉ

ｉ

ｔ＋７
＇

，
Ｋ

）

Ａ
？

０ ． ２９
）

（

３ ．３０
）

因此 ， 如果 （

３ ．６
） 式成立且 ｍ 充分大使得 （

３ ． ７
） 式成立 ， 则 咖⑴ 也满足条件 （

２ ． １０
）

？ 最后 ，

因 为方程 （
２ ＿８

） 的弱解都属于 Ｌ
２

（
０

， ＋ ｏｏ
；

Ｖ

）
ｎＬ

°°

（
０

，
＋ｏｏ

；

丑
） ， 根据 （

３ ．２６
） 式中 咖⑴ 的表达

式 ， 条件 （
１ ．６

） 及假设 （
３ ． １

） 式可推知 咖⑷ 满足条件 （
２ ． １２

）
． 至此

， 我们由 引理 ２ ．４ 和不等式

（
３ ． ２７

）
推得

６
⑴ ＝

，４ Ｉ Ｉ

ＱｍＷ⑷ ｜ 丨

２
＝ 〇 ．

ｔ＾＋ｏｏｔ
—

？＋ ｃｏ

证毕 ．Ｉ

４ 确定结点个数估计

本节的 目标是估计方程组 （
２ ．８

）

－

（
２ ．９

） 的强解的确定结点个数 ． 我们先介绍下面的引理 ．

引理 设 被取 ｉＶ 个恒等的正方形覆盖 ， 集合 人 ＝
｛
乂

１

３
２

，

． ． ．

，

３￡， 〔 １）
，
且每

个点 属于且只属于其中 的
一

个正方形 ． 则对任意 ｗｅ ＿Ｄ
（
Ａ

） ， 有

｜ ｜

ｗ
｜ ｜＾＜ｃ４

Ｎｔ
｝ （
ｗ

）

２

＋
－

＾ ＼ ＼

Ａｖｆ
＼ ＼

２

＾（
４ ． １

）

其中 ｒ
？ （
ｗ

）
＝ｍａｘ

 ｜

ｗ
（
ｘＪ

）
｜

，

ｃ４ 是仅依赖于 的常数 ．

我们仍将应用 （
３ ． １４

） 式定义的函数 ＿Ｆ
（

Ｓ
） 来处理方程 （

２ ．８
）
中的非线性项 ＃

（

？

）

． 事实上 ，

通过计算 （参见文献
［

３ ９
， （

３ ． １０
） 式 】 ） 可知 ７

（
Ｓ

） 的
一

阶和二阶 ＦＭｃｈｅｔ 导数满足

｜ ｜

Ｄ
＿Ｆ （

Ｓ
） ｜ ｜＋｜ ｜

乃汐
（
§

） ｜ ｜

＜ｃ５
全ｃ

（
ｅ

， ７ ， Ｍｏ ） ，
ＶＳ£ Ｒｇｍ

２
．（

４ ． ２
）

为了估计方程组 （
１ ． １卜 （

１ ．５
） 的强解 的确定结点个数 ， 我们需假定

ｃ５＜１
／
４ ． （

４ ． ３
）

本节的主要结果如下 ：

定理４ ． ２假设
ｅ＞０ ，＞０

，７ｅ（
０

，
１

） 且 （
４ ．３

）
式成立 ； 设压力ｆ ｅＬ

°°

（
０

，
＋ ｏｏ

；

／／
） ，

ｇｅＬ
°°

（
０

，
＋ｏｏ

；

ｔｆ
） 且满足 （

３ ． １
）

－

（
３ ． ２

） 式 ． 若 ０ 被 ＡＴ 个恒等的正方形覆盖 ，
而集合 ￡： ＝

Ｗ ，

…

，
ｘ，

Ｃ 化 且每个点 属于且只属于其中的
一

个正方形 ？ 则存在常数

Ａ４８ （
ｌ＋Ａｉ ）

２
ｃ
ｉ
ｃ４
Ｆ２

Ｃ
６
＝

Ａ ？ （
１
－ ４ ｃ５ ）

１

如果

Ｎ＾ｃ６ ，

则 ５ 是方程组 （
１ ． １

）

－

（
１ ．５

） 的强解的确定结点集 ．

（

４
．
４

）



Ｎｏ ． ｌ张明书等 ：
Ｌａｄｙｚｈｅｎｓｋａｙａ 流体力学方程组的确定模与确定结点个数估计７９

证 设 ｕ 和 ｖ 是方程 （
２ ． ８

） 对应于压力 ｆ ＝ｆ
（
ｘ

， 
ｆ

） 和 ｇ
＝

ｇ（
ｘ

，
ｉ
） 的两个强解 ，

且 ｆ 和 ｇ

满足 （

３ ． １
）

－

（
３ ． ２

）
式 ？ 设 被 ｉＶ 个恒等的正方形覆盖 ，

而集合 …

，
且每

个点 属于且只属于其中的
一

个正方形 ． 记 ｗ⑴ ＝ ｕ⑷
－

ｖ⑴ ． 我们需要证明 ： 在定理 ４ ． ２ 的

条件下 ， 若 （
１ ． ８

） 式成立 ， 则有 ｌ ｉｍ ｜ ｜

ｗ⑴ ｜ 丨

＝ ０ ？ 事实上 ， 我们可以证明 ｌ ｉｍ ｜ ｜

ｗ⑴ ｜ ｜

ｖ ＝ 〇 ．

￡
—？＋ 〇〇ｔ

—＋〇〇

首先 ， 由

菩

＋Ａｗ ＋Ｓ （
ｗ

，
ｕ

）＋Ｓ
（
ｖ

，
ｗ

）
＋ ７Ｖ

（
ｕ

）

－

ｉＶ
（
ｖ

）
＝ｆ

⑷
—

ｇ⑴ ， （
４ ．５

）

用 与方程 （
４ ． ５

） 在 ／／ 中作内积 ， 得

Ｉ ｄ

２ ｄ ｔ

｜ ｜ 

Ｖｗ
｜ ｜

２

＋Ｍｗ ｜ ｜

２

＋ｂ
（
ｗ

， 
ｕ

， ＾
ｌｗ

） 
＋ｂ

（

ｖ
， 
ｗ

，
 ＾４ｗ

）

＋
（

ｉＶ
（
ｕ

） ，
Ａｗ

）

－

 （

７Ｖ
（
ｖ

） ，

Ａｗ
）
＝

（

ｆ⑴ 一

ｇ⑴ ，

Ａｗ
）

，ａ． ｅ ． 子
［

０
， ＋〇〇 ）

．

应用 （
２ ． ６

） 式和 Ｃａｕｃｈｙ 不等式得

（
４ － ６

）

｜

６
（

ｗ
，

ｕ
，

，４ｗ
） ｜＜ｒ ２

｜ ｜

ｗ
｜ ｜

ｖ
｜ ｜

ｕ
｜ ｜

ｖＭｗ ｜ ｜＾３ｃ｜ ｜ ｜

ｗ
｜ ｜ ＾ ｜ ｜

ｕ
｜ ｜ ＾＋

－

｜ ｜

Ａｗ
｜ ｜

，
（
４ ． ７

）

｜

６
（
ｖ

．
ｗ

，

Ａｗ
） ｜＾３ ｃ

＾ ｜ ｜

ｗ
｜ ｜ ＾ ｜ ｜

ｖ
｜ ｜ ＾

＋
－

｜ ｜

Ａｗ
｜ ｜

２
．

（
４ －８

）

为了估计
（

ｉＶ
（

ｕ
）

－

ｉＶ
（

ｖ
：

Ｍｗ
）

， 我们再次应用 （
３ ． １ ４

） 式中定义的函数 ７ （
§

）

． 事实上 ， 由 （
４ ．２

）

－

（
４ ． ３

） 式可得

＼ ｛
Ｎ

（
ｕ

）
－

Ｎ
｛
ｖ

） ，
Ｑｒｎｗ ） ＼ ｛

Ｖ
？

［

Ｊ
ｒ

（
ｅ

（
ｕ

） ）
—＾

ｒ

（
ｅ

（
ｖ

） ）
］ ｝

？


＾
４ｗｄｘ

｛
Ｖ

？／ＤＪ７

（

ｅ
（

ｕ
）
＋ｒｅ

（

ｗ
） ）

ｅ
（

ｗ
）

ｄｒ
｝

？Ａｗｄｘ

ｆ ＱＪ Ｏ

｜

｜

Ｄ
２
＾
ｒ

（
ｅ

（
ｕ

） ＋ｒｅ （
ｗ

） ） ｜ ｜

ｄｒ ｜

ｅ
（
ｗ

） ｜ ｜

Ａｗ
］

ｄｘ

＋
１ １ ｜ ｜

ＤＪ
＇

（

ｅ
（
ｕ

）＋ｒｅ
（
ｗ

） ） ｜ ｜

ｄｒ｜

Ｖｅ
（
ｗ

） ｜ ｜

Ａｗ
｜

ｄｘ

ｈ ｉＪ ｏ

＾ｆｒ？
（ ｜ ｜

Ｖ ｗ
｜ ｜
＋

 ｜ ｜

Ａｗ
｜ ｜ ）Ｐｗ ｜ ｜ ＾２＾

｜ ｜

＾
｜ ｜

２
．

（

４ － ９
）

另外 ，
ａ然有

（

ｆ
（
ｉ

）
－

ｇ （〇 ， 
Ａｗ

）＾
－

＼ ＼

Ａｗ ｆ
＋３

｜ ｜

ｆ
（
ｉ

）

－

ｇ （〇 ｜ ｜

２
．

从 （
４ ． ６

） （
４ ． １０

） 式可推得

ｄ

ｄ ｔ

结合上式和 引理 ４ ． １ 中的
（
４ ． １

）
式得到

ｄｔ

ｌ ｜

ｗ
⑴临 ＋ ｜ ｜

Ｗ
⑴ ｜ ｜

２

Ｖ

ｒ Ａ
ｉ （

ｌ
－

Ａｃｈ ）
Ｎ

〇
４

６ｃ
２ （ ｌ ｌ

ｕ
（
＊
） ｌ

ｌ

ｖ＋ ｌ

ｌ

ｖＷ ｌ ｌ ｖ ）

《 （
１ 
－

４ ｃ５
）
Ａ／

＂

２

（
ｒ
？ （
ｗ⑴ ） ）

２

＋６
｜

｜

ｆ⑴

一

ｇ⑷ Ｉ Ｉ

２

，
ａ ＿ｅ ． 于

［

０
，＋〇〇

）

．

（

４ ． １ ０
）

｜ ｜

Ｖｗ
（
ｆ

） ｜ ｜

２

＋
 （

１
－

 Ｏ^ ｌ ｌ

＾ｗ
ｌ ｌ

２

＾ｅ＾ ｌ ｌ

ｗ
ｌ ｌ＾ ｌ ｌ

ｕ
ｉ

ｒｔ
．

＋
 ｜

｜

ｖ
｜ ｜

２

ｖ
） 
＋６

｜ ｜

ｆ
（ 〇

－

ｇ （〇 ｜ ｜

２

．（

４ ． １ １
）

（
４ ． １２

）
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记

６⑷ ￥ 卜⑷临 ，

扣⑷
４化

― ４ｃ５ ）
７Ｖ

－６冶 ｜ ｜

ｕ⑴ ｜ ｜

２

Ｖ
＋

｜ ｜

ｖ⑴昤 ） ，

Ｃ
４

必 ２⑴
４

（
１
一

４ｃ５ ）
ｉＶ

２

（

７
？ （
ｗ

（
ｉ
） ） ）

２

＋６
｜

｜

ｆ⑴ —

ｇ（
ｉ

） ｜ ｜

２

．

则微分不等式 （
４ ． １２

） 可写成

略⑷
ｄｔ

＋必２ （叹２ （
＊
） 彡 咕２⑷ ，

ａ ． ｅ ． 于
［

０
，
＋ 〇〇

）

？

（
４ －１ ３

）

（
４ － １ ４

）

（
４ ． １ ５

）

（
４ － １ ６

）

下面验证 （
４ ． １３

）

－

（
４ ． １６

） 式中的 如⑷ 和 也⑷ 满足引理 ２ ． ４ 的条件 ． 事实上由于 ｕ 和 ｖ

是方程 （
２ ．８

） 的强解 ， 故都属于 Ｌ２

（

０
，
＋ ｏｏ

；
Ｖ

）
ｎ Ｌ

°°

（

０
，
＋ｏｏ

；

ｌ〇 ， 所以 如⑷ 满足条件 （
２ ． １ １

）

？ 此

外， 如果条件 （
４ ．３

）

－

（
４ ．４

） 成立 ， 则对于充分大的 ：
Ｔ

， 我们可 由 （
３ ．２

） 式和 （
３ ．２８

）

－

（
３ ．２ ９

） 式推得

：』？〇〇Ｔ ｆ

＋Ｔ

（
ｌ

｜

ｕ
（
ｒ

） ｜ ｜

２

ｖ
＋ ｌ ｜

ｖ
（
ｒ

） ｜ ｜

２

ｖ ）

ｄｒ ＾

吩
乂广 ．

（
４ － １ ７

）

从而

ｒ
ｔ ＋Ｔ

ｌ ｉｍ ｉｎｆ－＝
；

＊
－

？
．＋〇〇Ｔ

岭２ （
Ｔ

）
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