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本文讨论下面非 自 治格点长波 － 短波共振方程组的初值问题
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其中 ‘⑷ ｅＣ
（复数集 ） ， ‘⑷ ｅＲ

（实数集 ） ，

Ｚ 为整数集 ，

ｉ 为虚数单位 ，
ａ

，为正的常

数 ，

Ａ 和 Ｓ 均为线性算子 ， 分别定义为
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格点系统是某些变量离散化的时空系统 ， 包括耦合的常微分方程组 、 耦合映射格点和

细胞 自动机 ｌ
１２
—

１ ３
ｋ 在某些情况下 ， 格点系统表现为偏微分方程的空间变量离散化近似 ． 格

点系统在许多领域有广泛的应用 ，
涉及 电子工程

［
Ｕ

ｊ

、 图象处理与模式识别
［
１ ４＿ １ ６

］

、 激光理

论 ［

２Ｇ
］

、 材料科学 ［
２２

］

、 化学反应理论 Ｉ
１９

，
３２

】

、 生物学 ［

３ １
］ 等 ．
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目前已有很多文献研究了格点系统 ． 例如 ， 文献
［

９
，
２６

－

２９
］ 研究了随机格点系统 ， 文献

［

１
＿２

，
２５

， 
４０

，
４３

－

４７
，
４９

－

５０
］ 研究了格点系统指数吸引子 ， 拉 回指数吸引子和

一致指数吸引子 ，

文献 ［

８
，
１ ７

，
２３－２４

］ 研究了格点方程组的行波解问题 ． 同时 ， 数学物理学家们把格点动力系统

的理论应用到许多数学物理模型中 ． 例如 ， 文献
［

７
］ 研究了格点反应扩散方程组 ， 文献

［

３０
］

研究了三分子可逆 Ｇｒａｙ
－Ｓｃｏｔｔ 方程组 ，

文献
［

３３
］
研究了离散的非线性 ＳｃｈｒＳｄ ｉｎｇｅ ｒ 方程组 ，

文献
［
３ ６

，

４２
］
研究了离散的耦合非线性 Ｓ ｃｈｒｉＳｄｉｎｇｅ ｉ

？ 型方程组 ， 文献
［

５１
］
研究了格点 ＫＧＳ 方

程组
， 文献

［

５２
］
研究了格点长波 － 短波共振方程组 ．

方程组 （
１ ． １

）

－

（
１ ． ２

） 可以看作是下面非 自 治长波 － 短波共振方程组在 Ｒ 上的
一

个离散近

似

ｉｕ ｔ＋ｕｘｘ
－ ｕｖ＋ｉａｕ 

＝
ｆ （

ｘ
， 
ｔ
） ， （

１ ．６
）

ｖｔ ＋ Ｐｖ＋
７ （ ｜

ｍ
｜

２

） ｘ
＝

ｇ ｛
ｘ

，

ｔ
） ， （

１ ． ７
）

其中复值函数 吨Ｍ ） 表示高频电场的包络 ， 实值函数 表示短波的振幅 ， 外力项函数

和 ／＆ ， 〇 均表示依赖于时间的外力项 ． 长波 － 短波共振方程组来源于考虑重力和毛

细模式的表面波及内部波 （参见文献 ［
４

］ ）

． 在激光物理中
， 长波 － 短波共振方程组描述高频电

子激光的碰撞效果及稠密低频离子的混动行为 （参见文献 ［

３５
，
３７

］
）

．

由于它的重要性 ， 长波 － 短波共振方程组 已经被广泛地研究 ， 参见文献
［

３
，
５－６

，
２ １

，

３５
，

５２
］

． 特别地 ， 文献
［

５２
］
研究了格点长波 － 短波共振方程组 （

１ ． １
）

－

（
１ ． ２

） ， 作者首先证明了方程

组的解算子生成的过程存在紧致核截面 ， 然后给 出核截面的 Ｋｏ ｌｍｏｇｏｒｏｖｅ－

ｅｎｔｒｏｐｙ熵的上界

估计 ， 最后 ，
证明 了核截面的上半连续性 ．

本文的主要 目的是估计文献 ［

５２
］
中所得的核截面的分形维数 ． 正如文献

［

４８
］ 所指 出 ， 有

限分形维数的重要性体现为 ： 对某个度量空间 尽 若 ４ 是它的紧子集 ， 且 ｄｉｍ
／ （⑷ ＜ｍ／

２
，

其中 ｍ 是某个 自然数 ， 则存在 Ｌｉｐｓ ｃｈｉｔｚ 内射 ｐ ：乂 
ｈ Ｍｍ

， 并且 ｄ 的逆映射是 Ｈ６１
ｄｅｒ 连续

的 ． 这个性质表明 乂 可以被放入到映 Ｋｍ 中的某个紧集到 ４ 的连续映射的图中 ．

不变集的分形维数 已被广泛地研究
１
１Ｑ

，
１ ８

， ３４
，

３９
］

． 值得强调的是 ， 文献
［

１ ８
］

证明了吸 引子

存在有限分形维数的
一

个准则 ，
该准则是 Ｌ ａｄｙｚｈｅｎｓｋａ

ｙ
ａ 的关于不变集的有限维数定理 （见

文献 ［
３ ４

］
） 的
一个推广 ？ 后来 ， 文献

［

４８
］
利用文献

［

１８
］
中的思想方法来证明 Ｈｉ ｌｂｅｒｔ 空 间中

不变子集存在有限分形维数的准则 ．

在这篇文章中
， 我们将用文献

［

４８
］
中法则去估计文献

［

５２
］ 中所得的核截面的分形维数 ．

本文的主要任务是证明方程组 （
１ ． １

）

－

（

１ ． ２
） 所生成的过程 ：

（

１
） 在核截面 ／Ｃ （

ｔ
） 上有 Ｌ ｉｐｓｃｈｉｔｚ

性质 ； （

２
）
在吸收集 氏 中有压榨性质 ． 这里想指出的是 ， 格点长波 － 短波共振方程组含有

非线性项 （
Ｓ

（ ｜

Ｕ
｜

２

））ｍ ， 这给我们在证明 Ｌ ｉｐｓｃｈ ｉｔｚ 性质和压榨性质时带来了 困难 ，
因此需要做

细致的计算和分析来处理这一项 ．

２ 解的存在唯
一性与有界性

先介绍相关空间和算子 ． 记

彳 ＝ ＝ ＧＣ ：

＞： ｜

ｗ
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｝
， （

２ ． １
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为 了简洁起见 ， 用 Ｘ 表示 Ｐ 或 并在 Ｘ 中定义内积与范数
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＾
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ｍＧＺ

其中 ０ｍ 是 〃
ｍ 的共轭 ． 同时 ， 定义从 Ｘ 到 Ｘ 的线性算子 Ｓ

＊

如下

（
５Ｗ

）ｍ
■

一

１
— 以ｍ ，Ｖ

７７１ £ 兄 ，

Ｖ Ｕ—（＾７ ７１ ） ７
７１６２£

可验证 与 Ｂ 互为伴随算子 ， 且

（
Ｂｗ

， 
ｖ

）
＝

（
ｗ

， （
Ａｗ

， 
ｕ

）
＝

（
Ｂｕ

，
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） ，Ｖｕ ，
－

ｕＧＸ ．（
２ ．３

）

通过简单的计算有

ｌ ｌ
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Ｉ Ｉ
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ｕ
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２
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ｕ
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２

，Ｖｕ£ Ｘ ．

ｍ ＧＺｍｅＺ

为把格点方程组 （
１ ． １

）

－

（
１ ．３

） 写成向量形式 ，
记

户 ＝ 浐 ， （

．

，

＿

） ， ＩＨ Ｉ ） ，

《

２
＝ 浐 ， （

？

，

．

） ， ｜ ｜

‘

１ １ ） ，

则 ￡
２

和 户 均为 Ｈ ｉ ｌｂｅｒｔ 空间 ． 记 Ｅ＝￡
２

ｘＺ

２

， 并在其 中定义内积 ： 对于任意的 ＝

（
ｕ（Ｗ

ＧＥ
，
ｊ
＝ １

，

２
，

〇
（
１

）

， Ｗ
２

）

） Ｂ
＝
（
ｕ

（
１

）

，

ｔｉ

（
２

）

）＋ （
ｔ ＞

（

１
）

，

ｔ；
（

２
）

）
＝＋

＃ ？；兌
）

） ，（
２ ．４

）

ｍ ＧＺ

Ｉ Ｉ

＾
Ｉ

Ｉ

ｅ
＝＾ｉｐ ｅ Ｅ

，

其中或
）

表示 ｄ）

的共辄 ？ 显然 ，

Ｅ 为 Ｈ ｉ ｌｂｅｒｔ 空间 ．

记

＾＝

（
＾
ｍ ）ｍ ｇＺ ；＾＝（

ｖ
ｍ ）ｍ ＥＺ ｔ

＝
（

－？
（ ｌ

＾
ｌ） ）ｍ ￡Ｚ ｊ／ （

＾
）
＝

（／ｍ （
＾

） ）ｍ ￡Ｚ ）

５ （
亡
）
二

（＂ｍ （
亡
） ）ｍＧＺ ，

Ｗ ＊

ｒ
＝ Ｗ

＝
（
Ｗ
ｍ ，

Ｔ ）ｍＧＺ ，

则方程组 （
１ ． １

）

－

（
１ ． ３

） 可以写成如下形式

Ｋｔ 
—Ａｗ

—

ｗ＋ 
ｉｃｍ＝／⑴ ，

ｔ＞ｔ
，（

２ ． ５
）

心＋ ／
＾＋７

丑
｜

以
｜

２
＝

分⑴ ，
Ｚ＞ｔ

，（
２ ．６

）

ｕ
（
ｒ

）
＝

ｕＴ ，？；
（
ｒ

）
＝ｖ

ｒ ，ｒＧＭ．

，（
２ ． ７

）

其中算子 Ａ 和 Ｂ 分别由 （
１ ．４

） 式和 （
１ ．
５

） 式所定义 ． 进
一

步 ， 我们把 （
２ ．
５

）

－

（
２ ． ７

） 式写成 ￡： 中

关于时间 ｉ 的抽象的一阶常微分方程的初值问题

必＋Ｇｈｐ＝Ｆ
［也

ｔ
） ，

ｔ ＞丁
，（

２ ．８
）

＾ （
ｒ

）
＝ －

０ｒ
＝

（ｕｒ ，

ｖ
ｒ ）

Ｔ

，ｔ £ Ｍ
，（

２ ．９
）
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其中０
＝

（
ｗ

，

ｗ
）

ｒ
，

Ｆ
（也 

ｆ ）
＝

（

―

ｉｗ
—

ｉ／⑴ ， ｇ⑴ 一
＇

，
且

ｆ ａｌ＋ ｉＡ０＼

０ ＝｜

．（
２ ． １０

）

为讨论初值问题 （
２ ．５

）

－

（
２ ．７

） 解的适定性 ， 我们需要假设外力项函数满足的
一

定的性质 ？ 记

Ｃｂ
（

Ｒ
，

Ｘ
） 为从 Ｒ 到 Ｘ 的连续有界函数全体 ， 则 Ｖ／⑷ ｅＣｂ （

Ｒ
，
Ｘ

）
， 有 ｓｕｐＥ 丨

／以勺 丨

２
＜＋〇〇 ．

ｔｅｕｍｅｚ

记

九 ＝

｛
／⑷ ＝

（
／ｍ⑷ ）ｍｅｚＧＣ

ｆｅ （
ＩＲ

，
Ｘ

）
： 对每个 ＴｅＲ

，
Ｖｅ＞０

，
３Ｍ

（
ｅ

，

Ｔ

）ｅ

使得Ｅ｜ ／ｍ （
＜ｓ

） ｜

２

＜Ｖ５＜ｒ

ｊ

．（
２ ． １ １

）

｜

ｍ
｜ ＾Ｍ（

ｅ
，

ｒ
）

本文 ， 我们需要以下假设 ．

假设 （
Ｈ

） 设常数 ％汍 ７ 和 ／⑴ ， ｇ⑷ 满足

－她 ２織 （

《手， ＿（綱

下面我们给出方程组
（

２
．
８

）

－

（

２ ． ９
） 已有的

一

些结果 ．

引理２ ． １＿设／⑴ ＝
（ ／ｍ （

ｔ
） ）ｍ ｅｚｅＣ６ （

ＩＭ
２

） ，５⑴ ＝

（細Ｗ ）ｍ ｅｚｅＣｂ （
Ｒ

，

／

２

）
． 则对

任意的初值 ｔ
＝

（？ ，

ｕＴ ）

ｒ
ｅ 五

， 方程组 （
２ ．８

）

－

（
２ ．９

） 有唯
一

解 ０⑷ ＝
（
ｕ⑷ ，

ｗ⑷ ）

ｒ
ｅ 五 且

４ （尤 ） £ （：
（卜， ＋〇〇

） ，

五
）
门 ＾：

１

（ （
７

＊

， ＋ 〇〇
） ，

五
）

＿ 另夕卜 ， 解映射

Ｕ
［ｔ ，

Ｔ）：
ｘｐＴ

＝

［
Ｕｔ

，

ｖｔ ）

ｔ
ｅＥｈ＝

（ｕ ［ｔ ） ，

ｖ
［ｔ ） ）

Ｔ
＆Ｅ

，
Ｖｔ 彡

丁
＇（

２ ． １３
）

在 五 上生成 了
一

个连续的过程 ｛
Ｃ／

（
＊

，
ｒ

） ｝＆ｒ
．

引理 ２ ． ２ ［
５２

１ 设引理 ２ ． １ 的条件成立 ． 则方程组 （
２

．
８

）

－

（
２ ．９

） 相应于初值 呶 ＝
（叫－

ｓ ，

叫－ ｓ ）

ｒ
ｅ 五 的解 分⑷ ＝

（
ｗ⑷ ，

ｗ⑷ ）

Ｔ
＝—

ｓ
） Ｖ

？

ｔ＿ ｓｅ￡
■

满足

Ｉ Ｉ

Ｖ
，

（
＾
）

｜ ｜ ｜：

＾Ｃ〇
ｅ

Ｓ ｓ

＋Ｖ ｓ＞０
，

其中 ＝
ｍ ｉｎ

｛ｆ ， ｆ ｝ 和 ｎ 均为不依赖于 ｔ 和 ｓ 的常数 ． 也就是说 ，
过程 ｛

ｆ／
〇
ｔ

，

Ｔ
） ｝ ｔ

；^
在

五 上存在
一

致有界吸收集 ＣＥ
， 即对任意有界集 Ｃ￡

， 存在时间 ｓ
（

Ｂ
）
＞０

， 使得

Ｕ
（
ｔ

，
ｔ
－

ｓ
）
ＢＣＢ〇 ，＼／ｓ ＾ ｓ

（

Ｂ
） ，

其中 Ｓ〇
＝ 谷（

０
，

丑〇 ）
Ｃ 五 是 Ｅ 中以 ０ 为中心 ，

ｉ？
０：

＝

爲 为半径的闭球 ．

由 引理 ２
．
２ 知存在时间 ｉ ０：

二 化 （
５〇） ， 使得

Ｕ
（
ｔ

，
ｔ
—

ｓ
）
Ｂ〇

Ｃ０〇 ，Ｖ ｓ＾ｔ〇
．（

２ ． １４
）

引理２ ． ３ ［

５２
］ 设 你）

＝
（ ／ｍＷ ）ｍｅｚｅＨ （

Ｘ＝Ｐ
） ， 沒⑴ ＝

（細⑷ ）ｍｅｚｅｗ （
ｘ＝Ｐ

） ， 则

Ｃ／
（Ｍ

—＝
４ （

ｉ
）
＝

ｄ⑷ ）ｍｅｚｅ￡ 为初值问题 （
２ ．８

）

—

（
２ ．９

） 的解 ， 其中ｅＳ０
？ 贝 ｜

Ｊ对

任意的 ｅ＞０
， 存在时间 ｒ

（
ｅ

， 
Ｓｏ ）

＞０
，
Ｍ

（
ｅ

， 
ｓ

， 执 ）
ｅＺ＋ 使得

Ｅ＼ ｛
Ｕ ｛ｔ

，

ｔ
－

ｓ
）＾ ｔ

－ ｓ
）ｍ ＼

２

Ｅ
＝Ｙ，

ｓ ＾ Ｔ
（
ｓ

，
Ｂ〇） ， （

２ ． １ ５
）

＼

ｍ
＼

＞Ｍ
（
ｅ

，

ｓ
，
Ｂ〇 ）＼

ｍ
＼

＞Ｍ
｛
ｅ ， ｓ ，Ｂ〇 ）
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其中Ｉ

ＶＶｎ ｌＳ
＝

丨— Ｉ

２
＋

＜ ？

弓 丨理 ２ ． ４關 设引理 ２ ＿３ 的条件成立 ． 则 ｛
［／

（
＊

，
Ｔ

） ｝ ｔ＞Ｔ 存在
一

族紧致核截面 ｛
／Ｃ

（
Ｔ

） ｝Ｔ ｅＫＣ

尽 满足

⑴ 紧致性 ： 对每个 ｔｅＲ
，

／Ｃ㈦ 是 ￡ 中紧集 ，
且 ／Ｃ

（
ｔ

）

＝

门 ＵＵ （
ｔ

，

ｔ
－

ｓ
）
Ｂ〇

Ｃ Ｓ〇
；

Ｔ＞ 〇 ｓ＞Ｔ

⑵ 不变性 ：
Ｕ

（
ｔ

，
Ｔ

）
ＩＣ

〔
Ｔ

）
＝

／Ｃ 〔
ｔ
） ，

Ｖｔ ＞ Ｔ
，
Ｔ ｅ ｍ

．

，

（
３

） 拉回吸引性 ： 对 五 中的任何有界集 氏 都有

＾

Ｕｒｎ
＾

ｄｉｓｔＥ （
［／

（
ｒ

，

ｒ
－

ｓ
）Ｂ ， 

ＪＣ （ｒ
） ）
＝０

，

其中 出８
１

； ￡； （
＾

１ ，

１
＂

２
）

＝
８叩 １１１￡

１ 丨

０；

－

２ ／ ｜ ｜

￡ ．

ｘ ＧＫ
ｊ ！／

６ ＞
２

３ 核截面的分形维数

本部分估计引理 ２ ．４ 所得核截面的分形维数 ．

定义 ３ ． １ 对任意的 ＴｅＲ
， 核截面 ／Ｃ

（
Ｔ

） 的分形维数定义为

ｄｉｍＦ／Ｃ
（
Ｔ

）
＝ｌ ｉｍ ｓｕｐ（

３ ． １
）

￡一〇ｍ
（

ｌ
／
￡

）

其中 Ａａ ／Ｃ
（
Ｔ

）
，
ｅ

） 表示 ￡； 中直径不超过 ｋ 的覆盖 ／Ｃ （
ｔ

） 所需球的最少个数 ．

关于向量空间 中不变集的分形维数的
一

般定义 （参见文献
［

１ ８
，
３４

，
３９

］ ）
．

记

丑Ｗ＝
｛岭

＝

（Ｄｍ ｅＺｅ五 卜ｍ
＝
（
〇

，
〇

）

丁
当 ｜

ｍ
｜
＞况时 ｝ ，（

３ ．２
）

则 ￡；
（

ＪＶ
）

是 Ｅ 中的 ３
（
２ ；Ｖ＋１

） 维子空间 ． 定义映射 Ａ ：五ＷＣ 五 如下

ｎａ—Ｊ
＆ ， Ｈ＜ ，＿， ， 、ｃ，

［

ＰＮｌｐ ）ｍ
—

＼Ｖ１—
（Ｖ

，

ｍ ）ｍｅ ＺＳＥ ．

［

〇
，｜

ｒｎ
｜
＞Ｎ

，

下面的引理在估计核截面的分形维数时起关键作用 ．

引理 ３ ． １ 若假设 （
Ｈ

） 成立且引理 ２ ＿４ 的条件成立 ？ 则对任意的 ＴｅＲ ， 存在不依赖于
ｔｅＭ

的正数
ｒ

＊

，

ｉ
（

ｒ＊

） ，

ａｔ

＊

和”ｅ （
〇

， 
ｉ
／
２

） ， 使得

（
Ｉ
） 对任意的 々＇ 分产 £  ／Ｃ

（
ｒ

）
， 有

＼ ＼

Ｕ
（
Ｔ

＊

＋ ｔ
：
ｔ ）＾

－

Ｕ
（

Ｔ
＊

＋ ｔ
，
ｔ

）４
＾

＼ ＼

ｅ＾Ｌ （
Ｔ

＊

） ＼ ＼＾

－

＾ ）

＼ ＼

Ｅ ，（
３ ． ３

）

也即 叭Ｔ
＊

＋Ｔ，
Ｔ

） 是 ／Ｃ
（
Ｔ

）
上的 Ｌ

ｉｐｓｃ
ｈ

ｉ ｔｚ 映射 ？

（
ＩＩ

） 存在投影算子 幵 ；ｖ ＊： 五 ｈ 五 （
ｗ

） 使得对每个 ｒｅｅＡ： （
ｒ

）ｇ０〇
， 有

Ｉ

Ｉ（

／ 
－

Ｐ
２Ｎ ＾

）
［

Ｕ
（
Ｔ

＊

＋ｔ
，
ｔ

）＾

－

Ｕ
（

Ｔ
＊

＋ ｜ ｜

ｅ＾ｖ ＼

＼＾

－

＾
２

）

｜ ｜

ｅ ，（
３ ．４

）

其中 Ｊ 是投影算子．

证 由文献
［

５２
， 引理 ３ ． １

］

知 ， 存在 Ｅ 中以 ２ 为直径覆盖 ／Ｃ⑴ 的
一

致有界闭子集 ． 对任

意的 ｔ ｅＲ
，
记

咕
⑴
⑷ ＝

（
Ｗ
⑴
⑴ ，

Ｗ
⑴
⑷ ）

Ｔ
＝Ｃ／＾ Ｔ

）＾
１

）

，
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分
（
２

）

⑴ ＝

（
Ｗ

（
２

）

⑷ ，
？；

（
２

）

（

亡
） ）

了
＝

［１ （
尤

，
Ｔ

）＾
２

）


，Ｖｔ彡Ｔ

为初值问题 （
２ ．８

）

－

（
２

．
９

） 的两个解 ， 其中 ４
２

）

ｅ／Ｃ （Ｔ ）ｇＳ？
． 对 ｉ

—

Ｔ
⑴⑷ ，

分
⑶
⑷ ｅ ／Ｃ⑷ ｃ Ｓ０

． 文后记

如⑷ ＝ 叻
⑴⑷ －

岭
⑵⑷ ，

ｗ
ｄ⑷ ＝ ｉｔ

⑴
⑷ － ｕ （

２
）⑷ ，

ｗｄ⑷ ＝ ｕ
（
１
）

⑷ －

ｆ；

（
２

）

⑷ ？

由 （
２ ． ８

）

－

（
２ ． ９

） 式得

ｉ

ｊ
ｊｄ＋＆ ｔｐｄ

＝Ｆ
ｉ^ ＇ ｔ

）
－ｔ＞ｔ

， （

３ ． ５
）

ｔｐｄ ｛
ｒ

）
＝

＾
１

｝
－

ｉ｝
ｉ

２
）

．

用 也 与 （
３ ． ５

） 式在 ｉ； 上作内积 ， 然后取实部得

！— Ｉ Ｉ

＊⑷
Ｉ Ｉ ！

＋ Ｒｅ
（
０齡 ） ，＊⑷ ）ｓ

＝Ｒｅ
（
ｉ＾

（
１
）

，
ｉ ）

－

Ｆ
（一

２
）

，
《
） ，＊⑷） ￡ ，

Ｗ＞ｔ．（
３ ．６

）

由于 ０：Ｅ＾￡； 为有界线性算子 （见 （
２ ．３

） 和 （
２ ． １ ０

） 式 ） ，
而 Ｆ： 五 ｘＲ＾ 五 为满足局部

Ｌｉ
ｐｓｃｈｉｔｚ 条件的连续算子 （参见文献 ［

５２
， 引理 ２ ．２

］ ） ， 并且 执 为 五 中的有界集 ，
因此有

＇

Ｒ
．ｅ

ｉ
Ｑ＾ｄ＾ｄ ）


Ｅ

＝
ａ

（
ｕｄ ，

ｕ
ｄ ）
＋Ｐ （

ｖ
ｄ ，

ｖｄ ） ，（

３ ．７
）

Ｒｅ
（

ｉ＾Ｖ ）

－ 州
２

，？ ）￡

＾ ｛ （

Ｆ
ｉ

－

ｉｐ

１

 ，
ｔ
）

－

Ｆ
（
ｉｐ

２

， ｔ ） ，
ｉｐｄ

）Ｅ ＼＜ ＼ ＼

Ｆ
ｉ
ｔｐ

１


， ｔ ）

－

Ｆ
（

ｉ
ｐ

２

， ｔ
） ＼ ＼

Ｅ
＼ ＼

ｉ｝
ｄ ＼ ＼

Ｂ

＾＾２

＾
／＾ｌ

＾
｜ ｜ ｜ ／ ｜ ｜ ｜

２

＋
＾＊

＋祕 ．

（
３ －８

）

由 （
３ ．６

） ， （
３ ．７

） 和 （
３ ． ８

） 式得

＾
Ｉ

Ｉ

＾Ｗ Ｉ ｌｌ＜２ （
ｉｒ２

－

Ｋ１ ） ｜ ｜＾Ｗ ｜ ｜ ｜ ，Ｖｉ
－

ｒ ＞ｔ 〇 ，（
３ ．９

）

其中 而 ＝ 馬 ＝ ２

＾＾
±１

（

１
｜ ｜ ｜

／
｜ ｜ ｜

２
＋

ｍ
ｆ

ｉ
＋

＾｜

Ｍ
） ，
因此 ，

｜ ｜＾
（
１
）

（
Ｔ

＊

＋ｒ ）
－

＾ （
Ｔ

＊

＋ｒ ） ｜ ｜

Ｅ
＝
 ＼

＼ＭＴ
＊

＋ｒ ） ＼ ＼

Ｅ

＜ｅ
ｄＫ

ｌ ）
ｒ

＊

｜ ｜矽
⑴

（
Ｔ

）

－

矽
⑵

（
ｒ

） ｜ ｜

Ｅ ，（
３ － １０

）

其中 Ｔ
＊

＞０ （将在文后 （

３ ． ３２
） 式中给出 ） 是不依赖于 Ｔ 的常数 ． 由 （

３ ． １ ０
） 式知 Ｃ／

（
：Ｔ

＊

＋ｒ ，
ｒ

）

是／Ｃ （ｔ ） 中的
Ｌ ｉ

ｐ ｓｃｈｉ ｔｚ映射 ，
且Ｌｉ

ｐｓ
ｃｈｉｔｚ常数为

Ｌ
（
Ｔ

＊

）
＝

ｅ
（
ｉ＜ｒ２

＿Ｋｌ ）
ｒ
．

（
ＩＩ

） 定义
一

个光滑函数 Ｘ⑷ ｅ 以饵＋ ，
［

０
，

１
］ ） ， 满足

Ｘ〇ｒ）
＝

＾

〇
’Ｏ 、 ＊ 、 １

’

且｜ ｘ
＇

〇ｃ ） ｜＜Ｘ。 （正常数 ） ，

Ｖ ａ ；ｅＫ＋ ．

［

１
，ｘ ＾ ２

，

记

Ｐｄ
＝

（Ｐｄｍ ）ｍ Ｇ＾ ｉ
＝￣

（
■２：

ｄｍ ）ｍ ６Ｚ
；

Ｐｄｍ
二

Ｘ ｛Ｑｄｍ
＝

Ｘ （ ）
＾
ｄｍ ）＾ｄｍ

＝
 （Ｐｄｍ ｉ Ｑｄｍ ） ）
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其中 Ｍ 为某个正数 ． 由 于 卜⑴ ＾⑴ ） 和 （
ｕ

（
２

）

，
Ｖ

（
２

）

） 满足 （
２ ．５

） 式 ， 因此

ｈｉｄ
－＋ｉｃｗ

ｄ
＝

ｔ／
１
）

”
⑴ —

ｍ
（
２

）

ｄ
（
２

）
．（

３ ． １ １
）

用 ｐｄ 在 Ｐ 上与 （

３ ． １ １
） 式作 内积 ， 然后取虚部 ， 得

２＾
－＾

｛
Ａｕｄ ， ｐｄ ）

＋？
＾Ｘ ｛＾ ）Ｗｄｍ ＼

２

ｍＧＺｍＧＺ

＝ Ｉｍ＾
１

）

”
⑴ －

ｗ
（
２

）

ｕ
（
２

）

， ｐｄ）
．（

３ ． １２
）

通过计算 ， 我们有

－

Ｉｍ
（
Ａｕｄ

， Ｐｄ ）
＝－ｌｍ

（
Ｂｕ

ｄ ， 
Ｂｐｄ ）

＝ —

Ｉｍ（
ｕｄｍ －

＼

－ ｌ
￣￣ ￣

ｂ＆ｍ＋ｌ
—

ｍＧＺ

＝Ｉｍ Ｅ
（

ｘ （＾ 

）

以
ｄｍ＋ｌ

ｗｄｍ＋ Ｘ （

ｍ ｉ^％

＝ Ｉｍ 〉 ：
＾
Ｘ （＾） 公ｄｍ＋ ｌ 以ｄｍ

＿

Ｘ （

＾＾ ）
及ｄｍ＋ ｌ

以
ｄｍ

）

＾
￣

＾卜ｄｍ＋ ｌ
｜ 卜ｄｍ ｜

彡
－

盖 ＂如 ｜

｜ ｜；
，

Ｖｔ＞ｔ
，（

３ ．１ ３
）

其中 兩 为介于 ｜

ｍ＋１
｜

和
｜

ｍ
｜ 中的某个常数 ． 由 引理 ２ ． ３ 知 ， 存在 ｈ＝＊如 ， ／

３
，
氏 ）

＞０
，

＝Ｍｄａ ，

—

ｔ
，
Ｓ〇 ）

ＧＮ使得

Ｉｍ
Ｅ？

）＃ ）
－

＾ £ ）

）
ｘ （＾ｂ （成 ）

－ 成 ）

）

ｍ ＧＺ

＾
－

ｕ＾ｖ＾ ＼ ｜

ｕ＾
｝－

ｕ＾
＞

＼

ｔｔｉ ＧＺ

＝

５Ｚ－ ＾
ｍ ）＋＾ （＾ ｝

－ ＾
ｍ ） ｌ１＾

－ Ｕ＾ ｌ

ｍＥＺ

４Ｗ
Ｉ

２

＋
孕Ｉ： 

ｘ （＾Ｍ
）
—

Ｗ １ １４
）－

£ ）

 Ｉ

ｍＧＺｍ ６ ^

＾
２

＾

＾ｘ（

＾＾
） ｌ＾ｍ ｜

２

＋
＾ｘ （＾

￣

） ｜

＾ｍ
｜

２

，Ｖｔ 
－

ｒ＞ｉ ｉ ，ＶＭ＞Ｍ
ｉ ， （

３ － １ ４
）

ｍＧＺｍ ￡Ｚ

故对任意的 （
＿ Ｔ＞（ １

；

Ｍ＞Ｍ
ｉ ， 有

Ｉｍ
（
ｕ

（
１
）

ｗ
（
１

）
－

ｔｔ
（
２

）

ｉ ＞

（
２

）

， ｐｄ ）＜
｜
Ｅ 

ｘ （智 ） ｈｄｍ
｜

２

＋
－
Ｅ

Ｘ （要 ） ｌ

”
ｄｍ ｜

２
． （

３ ．１ ５
）

ｍ＾Ｚｍ ＧＺ

由 （

３ ． １ ２
）

－

（
３ ． １ ５

） 式知 ，

＾
Ｈ

ｘ（＾ ）Ｋｍ ｜

２

＋
ｆ
Ｅ 

Ｘ （＾ ） ＼

ｕｄｍ ＼

２

ｍ Ｌ^ｍ ６Ｚ

＾
＾＾￣

］^
）
ｖ
ｄｍ

＋
＾

Ｗ
＾
Ｐｄ Ｗ ％ ，ｙｔ

－

ｒ ＞ Ｕ ，Ｍ＞Ｍｉ
．（

３ ． １ ６
）

ｍ ＧＺ



Ｎｏ ．６梁芸芸等 ： 长波 － 短波共振方程组无穷格点上的分形维数估计１ １ ５３

类似
（

３
． １１

） 式 ， 满足

Ｖｄ ＋／
３ｖｄ＋ｊＢ （ ＼

ｕ
＾

＼

２
—

 ｜

ｗ
＾

｜

２

）
＝ ０ ．（

３ ． １ ７
）

用 ％ 在 Ｚ

２ 上与 （

３ ． １７
）
式作内积 ， 得

＾ 
Ｅ＾

Ｅ
ｘ （

ｌ

＾ ）
ｖ
２

ｄｍ
＋ Ｉ

２
－

 ｌ

＾
ｌ

２

） ， ｑｄ
）

＝ ０ ． （
３ ． １８

）

ｍ ￡Ｓｍ Ｌ^

下面估计 ７ （則＃
）

｜

２
－
卜

（
２

）

｜

２

） ， ％ ）

． 首先 ，

｜

７
（

Ｓ
（ ｜

ｕ
（
１

）

｜

２
—

｜

ｕ
（
２

）

｜

２

）
， ％

） ｜
＝（卜

（
１

）

｜

２
—

｜

ｕ
（

２
）

｜

２

） ） ｍ
ｗｄｍ

＝
（ｋｍ＋ ｌ

ｌ

２
－

ｌ

＾
ｍ＋ ｌ ｌ

２

）
－

（ ｌ＾ ｌ

２
－

 ｌ＾
ｌ

２

）

］

^
ｍＥＳ

＾ ｈ ＋ ｈ ，（
３ ． １９

）

其中

Ｊ２
ｘ （＾ ） （ ｌ＾ ｝

｜

２
－

 ＼

ｕ
｛

＾ ＼

２

）
ｖ
ｄｍ ，

ｍＧ２．

ｈ
＝

ｌ＾ Ｘ＾ ） ｛ ＼

ｕ
｛

＋^＾

－

＼

ｕ
｛

＋^ １ ＼

２

）
ｖ
ｄｍ

■

ｍ£ 泛

由引理 ２
．
３ 和柯西不等式知 ， 存在 ｉ ２

＝ 纟
２ （

￡＾ ， ７ ， 氏 ）
＞ ０

，
Ｍ２

＝ Ｍ２ （
ａ

， ／３ ， ７ ，
ｔ 
— ｒ

，
Ｓ〇 ）

ｅ ｌＭ吏

得

＾＜
ｆ
Ｅ

ｘ （＾ｙｄｍ
＋

＾
ｅ 

ｘ （＾ ）

［

ｄ＾
｝

ｉ

２
－

 ｉ

－＾ ｉ

２

）

］

２

ｍ £ ^

＾
＾

５３１２
Ｘ （＾ ） ｌ

ｗ
ｍ

Ｊ＿

＾ Ｐ ｄ＾ ｌ

２

＋ ｌ＾ ｌ

２

）

ｍ６Ｚｍ £ ^

＾
＾
＾Ｘ （

＾ｊ
）
ｖ
ｄｍ

＋＾Ｘ＾
－

ｊＪ
－

） ＼

ｕ
ｄｒｎ

＼

２

，
 ｔ

￣

Ｔ＞ｔ２
，Ｍ＞Ｍ２

．（
３ －２０

）

ｍ６２

其次 ， 由柯西不等式得

了“
ｆＥ

Ｘ （豐＋
誓
Ｉ： 

ｘ （智 ）

［

（Ｗ

－

ＷＵ
２

）

］

２

＜
Ｉ
Ｅ

Ｘ （＾＞Ｌ
＋Ｅ

ｘ ｉ＾ｄｕ＾Ｕ
２

＋
ｌ＾ ｌ

２

）

－（
３ －２ １

）

ｍＥＺ

再由文献
［

５２
， （

３
．

１ ５
） 式］

知 ，

Ｅｌ ／ｍ＋ｉＷ ｜

２

）

ｅ

－

ａ
（
ｔ
－

ＣＴ
）

ｄａ

ｍ ＥＺＴ
｜

ｍ
｜ ＾Ｍ

＋ ｉ＾ ｅ

－

ａ （
＊ ＿Ｔ）

＋ｉ
＝ １

，

２
，ｙ ｔ

－ Ｔ ＾ ｔ０ ，（
３ ． ２２

）

ＯｉＭ
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其中ｔｏ由 （
２ ． １ ４

）
式确定 ． 由 （

３ ． １６
） ，（

３ ＿ １８
） 式和 （

３ ． １ ９
）

－

（
３ ． ２２

） 式得

＾ 
ＸＩ

Ｘ （ｙ ）
ｌ

＾
５３＜ｈ ＼

＼＾ｄ
＼

＼

２

Ｅ ，（
３ ．２３

）

ｍ ６２ｍ Ｅｈ

其中＝
ｍｉｎ

｛
ａ／

２
， ０／２｝ ，

ｔ
—

ｔ＞ｍａｘ
｛
ｔ〇 ，

ｔ ｉ ，
ｆ ２ ｝ ，

Ｍ＞ｍａｘ
｛
Ｍ

ｉ ，

Ｍ
２
｝

，

竽 ｇ／ （Ｚ Ｉ

／－办 ）Ｗ
）＆＋

＾＃
］

＋
窨

ＬＴ

 ｜ｍ ｜ ＾Ｍ
Ｊ

对 （
３ ． ２３

） 式从 ｒ 到 ｆ 应用格朗沃尔不等式 ， 有

Ｅ
Ｘ （

ｌ

－

＾ｍｍ （
ｔ
） ｉ

２

Ｅ＾ｅ

－＾－

Ｔ
＞

５１
ｘ ｛＾ ）

＼

＾ｍ ｛
ｒ

） ＼ｌ
＋
ｆ 

ｌ３
＼ ＼Ｍｙ） ＼ ＼％

＾｛
ｔ
－

ｖ）

ｄｙ ，（
３ ．２５

）

ｍ ｅｚｍ ｅＺ

由 （
３ ． １０

） 式得 ，

乂
、

１ １＿）．
命￣以 丨 丨棒 ） ｜ ｜ ｜；

￡
如

－－１ ） ＋ ２的－＾－”
办．（

３ ．２６
）

注意到

ｊ

ｔ

（

２

Ｊ

２

２Ｘ〇用
＋

＾ ｊ

ｅ

－ｔｆ
（
ｔ
－

ｙ ）＋ ２
（
ＪＣ２

－Ｋ
１ ） （ ２／

－

ｒ
）

ｄｙ

＜
１／ ８７

２
２Ｘ〇ｆｌｇ，

Ｘ〇 ｅ
２

ｉ
Ｋ２

－Ｋ ｌ
） ｛

ｔ－ｒ ）

＾
Ｍ ＼Ｐａ＋Ｘ

Ｖ
｛

＇

＆＋２Ｋ２
－ ２Ｋ

１ｙ（
？

）

的

Ｊ

Ｊｌ
２
ｅ

－

ａ
（ｙ
－

Ｔ
）

ｅ

—

６
（
ｔ
－

ｙ）＋２
（
Ｋ２

－Ｋ
１ ） （ｙ

－Ｔ
）

＾ｙ

＜


８＾
２

ｆｌ〇
（

２＾ ｒ２
－

２Ｋ
１

－Ｑ
） （

ｔ
－ｒ

）Ｃ３
ＯＳ

＇

）＾

＾ ［

２
｛
Ｋ

２
－ Ｋ｛

）
＋ｄ

－ ａｆ
，＾ｊ

ｒ＾ ｓｕＰＥＵｍ＋ｉ ｉ ｙ＾ ｅ

－＾＾＋＾－＾ ｙ
－＾

ｄｙ
Ｊ－０１ １３

ｙ＾
＼

Ｍ^

ＳＴ
２

！

！ ！ ／ ！ ！ ！

２

（
２Ｋ２

－

２Ｋ
１ ） （

ｔ
－

ｒ
）（

０
９
ｑ ｎ

＾
ａ＾

＋ ２Ｘ
２
－

２＾
＇ ｛

６ －Ｍ
）

对任意的Ｍ ＞ｍａｘ
ｆ
ｉＷ

ｉ ，

］＾ ｝ ，
ｆ 
—

ｔ＞ｍａｘ
｛
ｔ〇 ，

ｆ
ｉ ，

ｆ ２ ｝ ， 由 （
３ ．２４

）

－

（

３ ．２ ９
） 式得

Ｖ４－

＾
ｌ

２

Ｒ
ｌ
（

２ｉｆ ２
－ ２Ａ：

ｉ
－ａ

）
（
ｔ
－

Ｔ
）

Ｍ
）ｍｍ ｛

ｔ
） ＼

Ｅ ＾＋

 ［

２的 —仰 ＋ ｗ
一

…，

ａ
２

／３ （
ｉ？＋２ｉ＜：２

－

２Ｋ
ｉ ）

，

１
（ ｎ

．

脚。７
２

掩 、 Ｘ〇 ｅ
２

（
Ｋ

２ ＋Ｋ ｌ ） （
ｔ—Ｔ

）

？ ，， ＿、 ｌ ｜

２ （０ｏ ｎ ＞

＋
Ｍ ｌ

２Ｘ０ ＋
——

＿）＾＋２Ｋ２
－

２Ｋ
Ｘ （

３ ．３〇
）
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由 （
２ ． １ ２

） 式知＆＞Ｋ２ ． 取定 ：Ｔ
＊

＞使得

＜
Ｊ＿＾Ｒ〇



 （
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