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摘 要:分析了多个实际工程错动带抗剪强度参数的分布特点和 Beta 分布的优点，认为
Beta分布可有效地拟合错动带黏聚力和摩擦系数的分布规律，探讨了 Beta 分布参数的确定方
法。根据白鹤滩水电站 31 组错动带的黏聚力和摩擦系数，得到了两者的 Beta 分布概率密度
函数，很好地解决了正态分布和对数正态分布数据负值和无限的问题，且具有良好的灵活性，

可根据实际错动带抗剪强度参数的样本数据反映其右偏态、正态或左偏态。采用 A-D 法检验
了错动带抗剪强度参数的 Beta分布概率密度函数，通过偏转换法得到了转换后的 A-D检验统
计量，并与相应的临界值进行对比，结果表明白鹤滩水电站错动带抗剪强度参数服从 Beta
分布。
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Abstract: The distribution characteristics of the weak interlayers in rockmass of several projects and the advan-

tages of Beta distribution are analyzed． It reflects that the Beta distribution can effectively fit the distribution of the co-
hesion strength and coefficient factors of the weak interlayers． The methods for determining the parameters in Beta
distribution are discussed． The Beta probability density functions of the cohesion strength and coefficient factors of the
weak interlayers are derived according to 31 groups of test results in Baihetan Power Station． Compared with normal
distribution and lognormal distribution，the Beta distribution is found to be effective in avoiding negative and infinite
parameters． It has flexibility in reflecting the real distribution with right skewness，normality or left skewness． A-D
test is carried out to test the Beta probability density functions of the shear strength parameters of the weak interlayers．
The A-D test statistics obtained by biased transformation method are compared with the critical value，which indicates
that Beta distribution is suitable for fitting the shear strength parameters of the weak interlayers in Baihetan Power Sta-
tion．
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1 引 言
岩土体由于经历了长期、多循环的各种地质作

用，使其内部结构和组成成分发生了巨大改变，因

此导致岩土体的性质产生了较大差异，即使在同一

地区和同一岩土体内也存在强烈的空间变异性。
岩体受大规模内动力地质作用的影响，沿某一破裂

面发生相对剪切错动，致使原岩结构遭到破坏，形

成一层较软弱的剪切破碎带，通常称之为错动

带［1］。其具有结构疏松、多层产出、强度较低等特
点，分布位置和方位具有较大的随机性，几何尺寸

和物理力学性质具有明显的空间变异性，因此它的

存在给诸多地下工程带来了严重的安全隐患，必须

对此类工程进行风险分析和评估。
风险分析的首要任务是风险源的辨识和风险

因子的描述，研究风险源的实质即对研究对象的不

确定性进行研究，包括客观不确定性( 工程场地的

水文地质条件) 和主观不确定性( 缺乏对系统信息

的认识) ［2］。含错动带岩体工程的客观不确定性
主要来源于错动带的分布随机性和性质空间变异

性，对由此产生的不确定性分析的一项重要工作是

对错动带物理力学参数的随机场进行合理估计和

描述，目前，概率统计理论和可靠度理论仍是岩土

工程不确定性定量研究的重要手段［3，4］，变量的不

确定性可用随机变量的均值、变异系数及概率分布
函数描述，随机变量的概率分布函数对可靠性指标

和风险分析具有重要的影响［5，6］。严春风等［5］通
过岩土工程参数不同分布函数对可靠度指标的敏

感度分析，说明可靠度计算中应重视分布函数的影

响。Fenton 和 Griffiths［6］基于随机有限元方法对多
种岩土工程问题进行了风险分析，其中参数的分布

类型是建立随机有限元模型的基础。
谭忠盛等根据对各级围岩抗剪强度指同标的

统计分析结果，认为隧道围岩抗剪强度指标服从正

态分布或对数正态分布［7］。陈立宏等鉴于正态分
布的局限性，认为土体抗剪强度指标选择对数正态

分布更为合理［8］。在实际岩土工程中，绝大多数
随机变量的分布区域是有限的，选用正态、对数正
态和极值型等无界分布，势必影响所获得的可靠性

指标，甚至得到不符合实际意义的结果，张贵金等

认为 Beta分布更精细［9］。
文献［10］收集了我国 34 个水电站和水库的

92 组错动带现场抗剪强度参数，对这些工程岩体

错动带的黏聚力和摩擦系数进行统计分析。分析
结果可见错动带的黏聚力主要集中于低强度范围

内( 0 kPa ～ 65 kPa) ，错动带摩擦系数的分布范围
为 0. 1 ～ 0． 65，分布曲线具有左倾性，接近于对数
正态分布曲线，但其分布范围具有明显的界限。因
此，若使用正态分布和对数正态分布来描述错动带

剪切强度参数将会影响最终的计算结果。而 Beta
分布可根据实际样本数据反映右偏态、正态或左偏
态［11］，并可解决正态分布数据负值、对数正态分布
数据无限的局限性，因此 Beta 分布可有效地反映
错动带抗剪强度参数的分布特点。
本文结合错动带抗剪强度参数的分布特点，

采用 Beta分布来描述黏聚力和摩擦系数的分布规
律。探讨了 Beta 分布参数的确定方法; 结合白鹤
滩水电站岩体错动带试验结果计算了该区域错动

带抗剪强度参数的 Beta 分布，并利用 A-D 检验方
法进行统计分布检验。
2 Beta分布
2． 1 Beta分布的概率密度函数
若假设随机变量 x 服从 Beta 分布，则其概率

密度函数为:

f( x; γ，η，a，b) =

1
B( γ，η)
( x － a) γ－1 ( b － x) η－1

( b － a) γ+η－1
，

a≤ x≤ b
0，

{
其它

( 1)
式中: x为随机变量; a 和 b为随机变量分布范围的
上下限值; γ 和 η 为分布的形参数; B ( γ，η) 为
Beta函数:

B( γ，η) = ∫
b

a
yγ－1 ( 1 － y) η－1dy ( 2)

取归一化变量 t = ( x － a) / ( b － a) ，则得到标
准 Beta分布的概率密度函数为:

f( t; γ'，η') =

1
B( γ'，η')

tγ' －1 ( 1 － t) η' －1，

0 ≤ t≤ 1
0，

{
其它

( 3)
根据式( 1) 可得 Beta分布的各阶矩相关的统计量。
其中均值、方差、偏斜度系数和峭度系数可通过如
下公式计算［12］。
均值:

μ = a + γ
γ + η
( b － a) ( 4)
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方差:

σ2 = γη
( γ + η) 2 ( γ + η + 1)

( b － a) 2 ( 5)

偏斜度系数:

β1 = 2( η － γ)
γ + η + 2

γ + η + 1
槡 γη

( 6)

峭度系数:

β2 = 3( γ + η + 1) ［γη( γ + η + 2) + 2( γ － η) 2］
γη( γ + η + 2) ( γ + η + 3)

( 7)
2． 2 Beta分布的特点
形参数 γ 和 η 决定了 Beta分布概率密度函数

曲线的形状，形参数取值不同，得到的密度函数曲

线形状各异，如图 1 所示。图 1 表明不同形参数
时，Beta分布可对应均匀分布( γ = 1，η = 1) 、近似
正态分布 ( 如: γ = 9，η = 9 ) 、近似对数正态分布
( 如: γ = 3，η = 6) ，由此可见 Beta分布形状适应性
强且分布区域有界，选择此分布来描述错动带剪切

强度参数这一类非对称且具有一定分布范围的统

计量具有较强的优越性。

图 1 不同形参数情况下标准 Beta分布概率密度函数
Fig． 1 Standard beta distributions with different

shape parameters
2． 3 参数的确定方法
确定服从 Beta分布的随机变量的概率密度函

数，首先需要确定其中的四个参数 a、b、γ 和 η，根
据文献［13，14］，可归纳为三种参数确定方法: 直
接法、经验系数法和迭代法。
2． 3． 1 直接法
首先对获得的样本进行统计分析，得到该样本

的前四阶矩，而后通过联合求解式( 4) ～式( 7 ) 可
直接得到参数 a、b、γ 和 η 的值。该方法计算简

便，但针对样本容量较小的情况，其得到的前四阶

矩与实际情况有一定偏差，从而导致求得的参数误

差较大，不利于该分布在实际工程领域的应用。
2． 3． 2 经验系数法
若直接将样本的最大值和最小值定义为分布

的上下限，将会忽略样本区间以外可能存在的小概

率事件，因此根据经验考虑这些小概率事件对参数

的影响，得到参数 a、b:
a = ( 1 － l) xmin ( 8)
b = ( 1 + l) xmax ( 9)

式中: xmin和 xmax为样本的最小值和最大值; l 为考
虑样本范围外小概率事件的经验系数，当样本容量

小于 200 时，l = 0． 1; 当样本容量大于 200 时，l =
0． 05。形参数 γ 和 η 由附录 A 式( A-7 ) 和( A-8 )
结合平均值和方差计算得到。
2． 3． 3 迭代法

Cooke［15］分别针对样本容量较小和较大的情
况，推导得到了随机分布上下限值的估算公式。样
本容量较小时( n ＜ 51) ，可直接由以下公式求得:

a = 2y1 － Σ
n

i = 1
［F( n，i － 1) － F( n，i) ］yi

( 10)

b = 2yn － Σ
n－1

i = 0
［F( n，i) － F( n，i + 1) ］yn－i

( 11)
式中: F( n，i) = ( 1 － i /n) n。
当样本容量较大时 ( n≥51 ) ，采用迭代法求

解，计算过程如图 2 所示。

3 错动带抗剪强度参数的 Beta 分布
概率密度函数

3． 1 样本数据
白鹤滩水电站位于金沙江下游四川省宁南县

和云南省巧家县境内，厂址区域普遍存在罕见的力

学性质较差的层间和层内错动带［16，17］。层间和层
内错动带的发育位置不同，层间错动带发育于各岩

流层顶部凝灰岩层中，而层内错动带则发育于玄武

岩各岩流层内。在地下厂房洞室群所在空间区域
出露的层间错动带主要为 C2、C3、C4 和 C5，其空间

展布与岩流层产状一致，厚度 5 cm ～ 60 cm 不等。
左右岸均有不同发育程度的层内错动带分布，在一

定范围内连续，但延伸于两岸的不多，产状与岩流

层近似平行，厚度 2 cm ～50 cm不等。文献［17］对
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图 2 迭代法求解参数流程图
Fig． 2 Flow chart of iterative method for calculating

the parameters
错动带的物理力学性质进行了室内试验，根据所得

试验结果，获得了 31 条层间和层内错动带的抗剪
强度参数，见表 1。
表 1 白鹤滩水电站错动带抗剪强度参数

Table 1 Shear strength parameters of weakness interlayers
in Baihetan hydropower station

序号 错动带编号 黏聚力 xc ( kPa) 摩擦系数 xf

1 C2 22． 57 0． 35

2 C3 36． 92 0． 40

3 C3-1 30． 6 0． 41

4 C4 33． 8 0． 45

5 C5 52． 5 0． 53

6 LS337 26． 3 0． 46

7 LS337 32． 5 0． 51

续表 1

序号 错动带编号 黏聚力 xc ( kPa) 摩擦系数 xf
8 LS234 40 0． 38

9 LS313 43 0． 55

10 LS321 42 0． 54

11 LS325 55 0． 47

12 LS326 49 0． 48

13 LS331 36 0． 49

14 LS3312 13 0． 54

15 LS3320 29 0． 48

16 LS3320-1 20 0． 52

17 LS333 60 0． 44

18 LS334 62 0． 47

19 LS335 73 0． 71

20 LS336 56 0． 40

21 LS415 41 0． 56

22 LS422 42 0． 46

23 LS428 63 0． 41

24 ＲS234 45 0． 61

25 ＲS321 38． 5 0． 65

26 ＲS322 50 0． 65

27 ＲS3311 32． 5 0． 52

28 ＲS3312 47． 5 0． 52

29 ＲS336 7． 5 0． 64

30 ＲS337 21． 667 0． 56

31 ＲS336 32． 5 0． 49

注:编号 C 代表层间错动带，LS 代表左岸层内错动带，

ＲS代表右岸层内错动带。

3． 2 Beta分布概率密度函数
根据表 1 中的数据，由于其样本数较小，因此

采用式( 10) 和式( 11) 求解黏聚力和摩擦系数 Beta
分布概率密度函数中的参数 a、b、γ和 η，求解过程
中所得参数和最终结果见表 2。
表 2 错动带抗剪强度参数 Beta分布参数求解结果

Table 2 Parameters in Beta distribution of shear strength

parameters of weakness interlayers

均值 方差 a b γ η β1 β2

黏聚力

c
39． 8 229． 2 4． 52 76． 9 2． 30 2． 41 0． 033 2． 23

摩擦系数

f
0． 51 0． 007 4 0． 34 0． 73 1． 71 2． 34 0． 234 2． 22
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将上述参数分别代入式 ( 1 ) 得到黏聚力和摩
擦系数的 Beta分布概率密度函数:

f( xc ) =

( xc － 4． 52) 1． 3 ( 76． 9 － xc )
1． 41

7． 9 × 106·B( 2． 3，2． 41)
，

4． 52 ≤ xc ≤ 76． 9

0，
{

其它

f( xf ) =

( xf － 0． 34) 0． 71 ( 0． 73 － xf )
1． 34

0． 57·B( 1． 71，2． 34) ，

0． 34 ≤ xf ≤ 0． 73

0，
{

其它

绘制相应的概率密度函数曲线如图 3 所示，同
时通过计算得到了正态分布和对数正态分布曲线。
由图 3( a) 可见，错动带黏聚力的 Beta 分布曲线与
正态分布曲线近似，但正态分布出现了负值的情

况，与实际参数的物理含义不符，而对数正态分布

曲线具有右偏态，采用该分布类型拟合本组具有近

似中心对称的样本数据是不合理的，且其数据范围

为( 0，+ ∞ ) ，与实际情况不符。由图 3 ( b) 可见，
错动带摩擦系数的对数正态分布曲线与正态分布

曲线非常接近，均未能很好地反映该组实际样本数

据具有右偏态的特性，Beta 分布曲线则较好地反
映了这一特性。由此可见，Beta 分布曲线能较好
地解决数据负值和无限的问题，且能根据实际样本

数据具有右偏态、正态和左偏态。
3． 3 错动带概率分布类型检验
对于样本数较小的情况，均可采用 K-S检验法

和 A-D检验法确定最优概率类型［18］。A-D 法检验
是对 K-S检验的一种修正，它加重了对尾部数据的
考虑，使用特定分布计算临界值，具有比 K-S 检验
更高的灵敏度，Ｒaschke ［19］认为 A-D 法是 Beta 分
布最有效的检验法。设样本 xi 从小到大排列，样

本容量 n，则 A-D检验统计量如下:

A2
n = － n － 1

nΣ
n

i = 1
{ ( 2i － 1) ( ln［F( xi) ］ + ln［1 －

F( xn+1－i ) ］} } A
2*
n = A2

n ( 1． 0 + 0． 75 /n + 2． 25 /n2 )

式中: A2
n 为 A-D检验统计量; A2*

n 为考虑样本大小

的修正值; n为样本数; F( x) 为假设分布所对应的
概率函数。对不同的置信度 α，均对应一临界值
A2
α，n，当 A2

n ＜ A2
α，n时，接受该分布类型。否则，拒绝

假设的分布类型。
由于 A-D 检验法的临界值与特定的分布类型

有关，目前已有正态分布、对数正态分布、对数分
布、韦布尔等分布的 A-D 检验临界值，而缺少 Beta
分布对应的临界值，因此本文采用 Ｒaschke［20］提出

图 3 错动带黏聚力和摩擦系数 Beta分布密度函数曲线
Fig． 3 Beta distribution density function curves of cohesion

strength and friction factor of weakness interlayer

的偏转换分析方法，基本步骤如下:

( 1) 根据样本确定 Beta 分布函数 ( 式 ( 1 ) ) 中
的待定参数;

( 2) 计算确定样本 Y，Y = F － 1
normal ( Fbeta ( X) ) ，其

中 Fbeta ( X) 为 Beta 分布的累积分布函数，F － 1
normal为

标准正态分布函数的反函数。假设 H0 对应 X 服
从 Beta分布，H1 对应 Y服从正态分布;
( 3) 确定正态分布 Y的概率密度函数:

f( y) = 1
σ 2槡 π

exp［－ ( y － μ) 2 / ( 2σ) 2］

( 4) 采用正态分布的 A-D法检验，对于相同的
置信水平，若假设 H1 被拒绝，则拒绝 H0。当 α =
5%和 10%时，分别对应的临界值为 A2

α，n = 0． 752
和 0． 631。
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通过计算得黏聚力和摩擦系数的修正 A-D 检
验统计量分别为 0． 275 和 0． 42，均小于 α = 5%和
10%对应的临界值，因此接受该假设，即白鹤滩水
电站错动带黏聚力和摩擦系数均服从 Beta分布。

4 讨 论
含错动带岩体的强度与错动带本身的强度参

数、厚度和粒径比、倾角等因素有关，因此含错动带
岩体的安全系数可表达为［6］

M = f( X1，X2…) ( 12)
式中: X1，X2…为影响岩体强度的随机变量，设其
协方差矩阵为 C，则可靠度指标:

β = min
M =0
( x － E( X) ) TC－1( x － E( X槡 ) ) ( 13)

若错动带厚度较大时，周围岩体对其影响较

小，含错动带岩体的强度主要由错动带的强度控

制，此时含错动带岩体的安全系数可表达为错动带

内摩擦角和黏聚力的函数，由此可根据错动带内摩

擦角和黏聚力的 Beta分布概率密度函数求得可靠
度指标。
下一步将结合错动带的特性，考虑力学参数的

不确定性，开展含错动带岩体的可靠性研究。

5 结 语
通过对实际工程错动带的黏聚力和摩擦系数

进行统计分析，得出了错动带抗剪强度参数的分布

特点，认为 Beta 分布可较好地拟合黏聚力和摩擦
系数的分布规律，探讨了 Beta 分布参数的确定方
法。根据白鹤滩水电站 31 组错动带的黏聚力和摩
擦系数，确定了该区域错动带黏聚力和摩擦系数的

Beta分布概率密度函数。采用 A-D 法检验了白鹤
滩水电站错动带抗剪强度参数的 Beta 分布概率密
度函数，通过偏转换法得到了转换后的 A-D 检验
统计量，并与相应的临界值进行对比，得到白鹤滩

水电站错动带抗剪强度参数服从 Beta分布。
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附录 A:
采用迭代法求解参数所用到的公式列表:

μ = 1
nΣ

n

i = 1
yi ( A-1)

σ2 = 1
n － 1Σ

n

i = 1
( yi － μ) 2 ( A-2)

FA ( i，n) = y1 － ( e － 1) Σ
21

i = 1
e－iyi ( A-3)

FB ( i，n) = yn － ( 1 － e－1 ) Σ
20

i = 0
e－iyn－i ( A-4)

a0 = y1 + FA ( i，n) ( A-5)
b0 = yn + FB ( i，n) ( A-6)

γ = ( μ － a) 2 ( b － μ) － σ2 ( μ － a)
σ2 ( b － a)

( A-7)

η = ( μ － a) ( b － μ) 2 － σ2 ( b － μ)
σ2 ( b － a)

( A-8)

C2 ( ν) = a1 ( ν) /a2 ( ν) ( A-9)

式中: a1 ( ν) = Γ( ν + 1) ( 1 － e－1 ) Σ
21

i = 0
GA ( i，ν) －

Γ( 2ν + 1)
a2( ν) = Γ( 2ν +1) 1 + ( 1 － e－1) 2( 1 － e－2) －2ν－{ }1

－ 2 Γ( ν + 1) ( 1 － e－1)Σ
21

i =0
GA( i，ν)

+ 2( 1 － e－1) 2Σ
21

i =1
GA( i，ν)Σ

i－1

j =0
GB( j，ν)

GA ( i，ν) = e－i Γ( 2ν + i + 1)
Γ( ν + i + 1)

GB ( j，ν) = e－j Γ( ν + j + 1)
Γ( j + 1)

Γ为伽马函数。

a = y1 + C2 (
1
γ
) FA ( i，n) ( A-10)

b = yn + C2 (
1
η
) FB ( i，n) ( A-11)
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