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基于改进 Bingham模型的软岩参数非定常 
三维非线性黏弹塑性蠕变本构研究 

刘开云 1，薛永涛 2，周  辉 3 
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3. 中国科学院 武汉岩土力学研究所，岩土力学与工程国家重点实验室，湖北 武汉 430071） 

 

摘  要：传统线性元件组合模型难以描述岩石非线性加速蠕变阶段特性，给工程应用带来了巨大困难。提出一种新的应变触

发非线性黏壶元件，并将其与 Bingham 模型串联，建立了可以描述岩石等速和加速蠕变特性的一维本构模型，进而推导出

相应的三维蠕变本构模型，再将三轴压缩过程中岩石弹性模量的衰减方程引入该三维蠕变本构方程，得到一个能反映岩石蠕

变全过程特性的三维非线性黏弹塑蠕变本构模型，根据泥岩蠕变试验数据对该模型参数进行了辨识。模型理论计算值与泥岩

蠕变试验数据的对比表明改进的 Bingham 模型不仅可以充分反映软岩的等速蠕变特性，还可以很好地描述软岩的衰减和加

速蠕变规律，且模型元件少，组合形式简单，为软岩非线性蠕变本构模型研究提供了新的借鉴。 
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Study on 3D nonlinear visco-elastic -plastic creep constitutive model with 
parameter unsteady of soft rock based on improved Bingham model  
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Geotechnical Engineering, Institute of Rock and Soil Mechanics, Chinese Academy of Sciences, Wuhan, Hubei 430071, China) 

 

Abstract: The characteristics of the nonlinear accelerated creep stage of rock cannot be represented by the traditional model 

combined by the linear element, which brings great challenges to engineering applications. We proposed a new nonlinear viscous 

dashpot element with a strain trigger which was further connected with the Bingham model to form a new one-dimensional (1D) 

constitutive model. The newly established model can represent the constant and accelerated creep characteristics of rock, and the 

corresponding 3D constitutive equation was deduced in detail. Then, the attenuation law of the elastic modulus during the triaxial 

compression process was introduced into the 3D creep constitutive equation to obtain 1D nonlinear creep constitutive model which 

can reflect the whole process curve of rock creep. The model parameters were identified by the triaxial compression creep 

experimental data of mudstone. From the comparison of results calculated by this model and experiments, it can be concluded that 

the improved Bingham model not only can describe preciously the three creep phases including deceleration creep, stable creep and 

acceleration creep of soft rock, but also has the advantages of few components and simple combination form. This study provides a 

new study reference for the nonlinear creep constitutive model of soft rock. 

Keywords: soft rock; creep; unsteady; nonlinear; visco-elastic-plastic constitutive equation  
 

1  引  言 

岩石工程的长期稳定与岩石的流变特性息息相

关，因而流变力学一直是岩石力学的研究热点问题。

岩石流变理论研究的重点和难点是建立一个能准确

反映岩石的力学特性和流变全过程的本构模型[18]。

目前，岩石流变本构模型主要有组合元件模型、经

验模型、内时理论模型以及基于损伤、断裂等新方

法而得到的理论模型。 

国内外许多学者对岩石的流变模型做了深入研
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究，相关领域也取得了丰硕的成果。文献[9]将非线

性黏塑性体（NVPB）与五元件线性黏弹性模型组

合，提出了一个岩石非线性黏弹塑性流变模型，可

以反映岩石流变曲线的全过程；文献[10]把加速蠕

变启动元件（NAVPB）与 Burgers模型进行串联，

得到六元件岩石非线性黏弹塑性蠕变模型，该模型

能反映软岩的蠕变力学特性；但是文献[910]所提

蠕变方程中黏塑性应变表达式及产生条件在三维推

导过程中存在争议，且两者均未考虑岩石蠕变过程

中力学参数的衰减规律。文献[11]在西原模型上串

联应变触发的非线性黏壶以描述加速蠕变阶段的变

形特征，并推导了岩石的三维蠕变本构方程；但该

模型元件数量较多，也未考虑岩石力学参数的非定

常特性。文献[12]在 Bingham 蠕变本构方程的基础

上引入可以模拟岩石衰减蠕变阶段、加速蠕变阶段

的非线性函数，构造出新的 Bingham模型。该模型

能反映岩石蠕变特性的 3个阶段，但是文中引入的

两个经验公式中的参数物理意义不明确。文献[13]

从内时理论出发，在连续介质不可逆热力学的基本

原理的基础上推导了软岩的内时流变本构方程，但

内蕴时间难以恰当定义，复杂应力、应变状态下求

解十分复杂，难以在实际中运用。文献[14]建立了

基于分数阶导数的非定常蠕变本构模型，能够在蠕

变初期和拐点处与试验结果很好地吻合，并且可以

克服西原模型不能反映蠕变第 3阶段的不足，但该

模型存在参数偏多，难以辨识的缺陷。文献[15]采

用非定常黏性元件取代 Burgers 模型中串联的定常

黏性元件，使其能描述加速蠕变阶段，并根据损伤

变量的变化特征，得到了能描述蠕变衰减阶段的模

型。最后建立了能反映三阶段蠕变的改进 Burgers

模型。文献[16]对岩石的非线性流变损伤特性进行

了较深入的研究，以割线模量法定义损伤变量，建

议了一种能够反映岩石变形全过程特征的非线性流

变损伤模型。该模型可以模拟岩石裂缝的扩展及损

伤破坏过程；文献[17]在页岩蠕变试验的基础上，

将非定常参数变化规律引入 H-K体，建立了一维非

定常黏弹性蠕变方程，并与不考虑参数时间相关性

的模型做了比较，以此说明在蠕变模型中引入非定

常参数的必要性；文献[18]结合对泥岩的蠕变试验，

得出泥岩的力学参数弱化规律，并引入到 Bingham

模型中，推导出了可以反映泥岩减速和等速两个阶

段的非定常流变本构模型；但是文献[1718]也均不

能描述岩石的加速蠕变阶段。 

综上所述，尽管国内外许多学者对岩石流变本

构模型已经进行了很多研究工作，但是所建立的模

型很多都较为复杂，元件较多且组合形式繁琐、所

提理论较难理解，不适合在工程中进行推广和应用，

且岩石参数弱化规律在流变模型的研究中考虑相对

较少。鉴于此，本文在 Bingham模型的基础上串联

一个可以较好反映岩石加速蠕变特性的元件，将蠕

变试验过程中岩石力学参数非定常特性引入该模

型，推导出岩石的三维非线性黏弹塑蠕变方程；以

泥岩流变试验全过程曲线进行模型参数辨识，并将

模型理论计算值与试验值进行比较，以验证本文提

出的改进的Bingham非线性黏弹塑流变本构模型的

实用性和准确性。 

2  改进的一维Bingham黏弹塑蠕变模型 

2.1  泥岩三轴压缩蠕变试验 

图 1 为泥岩在围压为 15 MPa，轴向应力为 

74.02 MPa 条件下的轴向蠕变全过程曲线。由图可

见，泥岩在 OA段为减速蠕变阶段，AB段为等速蠕

变阶段，BC段为加速蠕变阶段。在 BC段泥岩的变

形刚开始缓慢增大，之后增速逐渐加大直至发生破

坏。图中 1t 为泥岩从减速蠕变阶段向等速蠕变阶段

过渡的起始时刻， 2t 为泥岩从等速蠕变阶段向加速

蠕变阶段过渡的起始时刻，3t 为泥岩蠕变破坏时刻。 

本文在Bingham模型的基础上建立能反映软岩

蠕变曲线全过程的本构方程。 

 

 
图 1  泥岩轴向蠕变全过程曲线 

Fig.1  Whole process curve of axial creep of mudstone 

 

2.2  改进的一维 Bingham非线性黏弹塑蠕变模型 

传统的 Bingham模型（见图 2）由弹性体（H）

和黏塑性体（N|St.V）串联组成。它可以描述岩石

的稳态蠕变过程，模型的总应力为 ，应变为，
Bingham模型的蠕变本构方程可表示为 
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图 2  Bingham蠕变模型 

Fig.2  Bingham creep model 

 

式中：E为弹性模量； s 为屈服强度； 1 为黏壶黏
性系数。 

Bingham 模型可以较好地反映岩石的等速蠕变

阶段，但是不能描述岩石的减速阶段和加速蠕变阶

段。 

岩石蠕变的整个过程在机制上是岩石内部不断

的破裂和损伤积累，微裂纹扩展直至破坏的过程。

由于整个变形是不可逆的，因此，引入一个应变参

量 a 来确定岩石是否进入加速蠕变阶段，用一个带
应变触发的非线性黏壶来描述岩石加速蠕变阶段的

变形曲线（见图 3）。 a 为岩石将要进入加速蠕变阶
段时所对应的应变值，当模型的整体应变小于 a
时，该黏壶为刚体，没有变形；当模型的整体应变

大于 a 时，该非线性黏壶被触发。其本构方程如下： 
1
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式中： nl 和 nl 分别为非线性黏壶的黏性系数和应
变速率；t为时间； n为流变指数。 

 

 
图 3  非线性黏壶元件 

Fig.3  Nonlinear clay pot element 

 

将图 3所示的非线性黏壶串联到传统 Bingham

模型上，得到如图 4所示改进的 Bingham模型。 

当 a  时，该模型退化为传统的 Bingham 模

型，其蠕变方程为 
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图 4  改进的 Bingham模型 
Fig.4  Improved Bingham creep model 

 

当 a ≥ 时，非线性黏壶元件触发，岩石开始

进入加速蠕变阶段，由于加速蠕变阶段发生在等速

蠕变之后，即非线性黏壶元件开始起作用时，外界

对岩石所施加的总应力 大于其屈服应力 s 。由模
型元件的串联关系，改进 Bingham模型的总应变为 

e vp nl                  （4） 

式中： e 、 vp 、 nl 分别为弹性体、黏塑性体及非
线性黏壶元件的应变。 

对式（1）中第 2式、式（2）、（4）进行 Laplace

变换，可得 
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式中： 为  的 Laplace变换； s为 Laplace变换空

间的复变量。 

将式（5）、（6）代入式（7），可得 
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对式（8）进行 Laplace 逆变换，得到改进的

Bingham模型在加速蠕变阶段的本构方程为 

s
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式中：
a

t t     ，
a

t   为岩石将要进入加速蠕变

阶段的时刻。 

3  改进的三维Bingham非线性黏弹塑
蠕变模型 

在三维应力条件下，改进的 Bingham模型的总

应变可以用张量表示为 
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vp nl
ij ij ij ij  e              （10） 

式中： ij 为改进的 Bingham 模型的总应变； e
ij 为

弹性（胡克）体的应变； vp
ij 为黏塑性体的应变； nl

ij
为非线性黏壶的应变。 

由广义胡克定律，弹性体三维本构关系为 

1

2

1
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ij ij
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            （11） 

式中： ijs 、 ije 分别为应力偏张量和应变偏张量； kk 、

kk 分别为应力张量和应变张量第一不变量；G、K

分别为剪切模量和体积模量。 

    故弹性体的应变可以表示为 

e 1 1

2 3ij ij m ijG K
   s         （12） 

式中： m ij  为球应力张量。 

根据文献[1920]，黏塑性部分的三维本构关系

为 
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式中：F 为岩石的屈服函数； 0F 为岩石屈服函数的

初始值；Q为塑性势函数；函数取幂函数形式，
通常取幂指数 1d  [21]。 

    当 0F≥ 时，由相关联流动法则，式（13）可

变为 
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根据文献[22]可知，在常温或中低温条件下，

应力球张量对蠕变的影响比较小，此时应力偏张量

在蠕变中起主要作用，屈服函数可取如下表达式： 

2 s / 3F J             （15） 

式中： 2J 为应力偏量第二不变量。 

在三轴蠕变试验中，岩石在进入加速蠕变阶段

通常表现为轴向变形急剧增加，由此可以选择第一

主应变 11 是否达到 a 来作为辨别条件，当 11 a 
时，非线性黏壶不发生作用，应变为 0；当 11 a ≥
时，非线性黏壶元件触发产生应变。其三维本构关

系为 
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把式（12）、（14）、（16）代入式（10），可得三

维应力状态下改进的 Bingham 模型的本构方程    

为[23] 
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（17） 

在实验室等围压三轴压缩试验条件下有 2   

3 （ 2 、 3 为岩石所受的围压），则 

 m 1 3

1
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 2 1 3
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J              （20） 

式中： 1 为岩石所受轴压。 

将式（18）、（19）、（20）代入式（17），令初始

屈服函数 0 1F  ，由此得到改进的 Bingham 模型的

轴向蠕变本构方程为[23] 

11( )t 
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则有 
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    把式（22）、（23）代入式（21）可得 
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4  参数非定常的改进Bingham非线性
三维黏弹塑蠕变模型 

岩石在蠕变试验过程中，其强度是随着外界加

载时间的增长而逐渐减小的，文献[24]在板岩单轴

蠕变试验的基础上对此现象进行了研究，得到了岩

石强度、弹性模量和时间的函数表达式。岩石强度

的降低必然会引起岩石的强度参数指标也随着时间

的增长而出现弱化，岩石在蠕变过程中其强度参数

随时间的弱化现象也揭示了岩石的蠕变损伤机制。

本文对大量泥岩试件进行蠕变试验，在单向受力状

态下，用修正单试件法测得泥岩在不同应力水平、

不同时长下的力学参数，分析试验数据发现，泥岩

的弹性模量 E 随 ( )t  的增加而逐渐下降且趋

势越来越缓，故可以用指数函数对E和 (  )t  的

关系进行拟合。其函数关系如下式： 

 exp ( ) /E A t B C           （25） 

式中： 为岩石的长期强度。 

在三维应力条件下，应力主轴和应变主轴重合，

在塑性力学中曾引入应力强度和应变强度的概念，

即等效应力 和等效应变 ，由主应力、主应变表
示如下： 

     2 22

1 2 2 3 1 3

1

2
             （26） 

     2 22

1 2 2 3 1 3

2

3
              （27） 

在不同的应变状态下当等效应变  相同时，尽
管其所对应的应力状态可能会不同，但肯定有相同

的等效应力 值。即在单轴应力状态下有 ( )f  ，

相应在复杂应力状态下 和  也一定有函数   

( )f  。 

根据单轴应力状态和三向复杂应力状态间相对

应的关系，按照等效应力公式，定义复杂应力状态

下等效的长期强度为 

     2 22

1 2 2 3 3 1

1

2
               （28） 

式中： 1 为岩石在 2 、 3 应力作用下 1 方向的
长期强度。 

    由上述分析，把式（26）、（28）代入式（25）

可得在三维复杂应力状态岩石的弹性模量的时效规

律，其表达式为 

  exp /E A t B C          （29） 

将式（29）得到的  ,E t 代入到式（24）中，

即可得到改进的三维非定常Bingham模型的蠕变本

构方程[23]： 
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（30） 

5  改进的非定常非线性三维 Bingham
模型参数辨识及验证 

5.1  蠕变模型参数的辨识 

在岩石瞬时强度试验中岩石的扩容现象是伴随

着岩石内部微裂纹的萌生而出现的，微裂纹的扩展

标志着岩石内部出现了损伤，若保持岩石的应力不

变，在长时间作用下，微裂纹会随着时间增长继续

发展、贯通，最终导致试件破坏。当岩石内部出现

微裂纹时，岩石在压应力作用下的应力-应变曲线如

图 5所示，B点之前，岩石基本处于弹性变形阶段，

体积随应力增大而减小，在 B 点体积减至最小。B

点之后，岩石的径向应变速率大于轴向应变速率，

在应力-体积应变曲线上体积应变速率开始变缓，体

积开始逐渐增大，标志着岩石中开始出现大量新生
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微裂纹，并逐减形成贯通。这一点在应力-体积应变

曲线上比较容易得到，以体积应变曲线中的拐点 B

作为岩石内部开始出现微裂纹的标志，B 点对应的

应力为 B ，在围压为 15 MPa作用下由泥岩的抗压

强度试验中测得 B  46 MPa。取 s B   46 MPa。 

 

 
图 5  应力和轴向应变、体积应变的关系 

Fig.5  Relationship among stress, axial strain  
and volumetric strain 

 

根据围压为 15 MPa，不同轴压下泥岩三轴蠕变

试验数据，以纵坐标为轴向应力 ，横坐标表示泥
岩进入加速蠕变破坏前经历的时间 t。绘制泥岩在

围压为 15 MPa下的长期强度曲线，如图 6所示。 

 

 

图 6  在围压为 15 MPa下泥岩的长期强度曲线 
Fig.6  Long-term strength curve of mudstone under 

confining pressure of 15 MPa 

 

采用如下指数函数对轴向应力 和泥岩破坏
前经历的时间 t进行拟合。其方程为 

40exp( / 73) 43.6t            （31） 

拟合相关系数 2r  0.986，由式（31）可知，当

时间 t趋向于无穷大时对应的轴向应力值即 1 ，大

小为 43.6 MPa。由式（26）和式（28）可得式（29）

中部分参数如表 1所示。 

由泥岩的蠕变试验数据图 1可知，
a

t    17 h，

在图 1中选取（0， 2t ）的试验数据求解式（30）中

当 1 3 s( )   ≥ ， 11 a  所对应三元件模型中的参

数值 1 、A、B、C。选取图 1中（ 2t ， 3t ）内加速蠕

变阶段对应的曲线值来求解式（30）中当 1 3( )  ≥  

s ， 11 a ≥ 中所对应四元件模型中的 nl 。至此四
元件模型中所对应的所有参数都已经得到，将参数

值代入上式（30）即可得到泥岩在围压为 15 MPa，

轴压为 74.02 MPa 作用下改进的 Bingham 模型的 

三维非定常蠕变本构方程。由上述方法所得参数见

表 1。 

 
表 1  改进的 Bingham黏弹塑蠕变模型参数 

Table 1  Parameters of improved Bingham visco- 
elastic-plastic creep model 

1  

/ (GPa·h) 

nl  

/ (GPa·h) 
A B C n 

8×104 2 500 1.54 141 6.48 3.41

 

5.2  改进的 Bingham黏弹塑蠕变模型的验证 

图 7给出了改进的 Bingham蠕变模型值和型微

机伺服岩石三轴流变仪上所得的蠕变试验数据的比

较曲线。由图可知，采用上述方法所建立的改进的

Bingham 模型的三维非定常蠕变本构方程与试验数

据吻合得较理想，相关系数为 0.96，可以较好地反

映软岩蠕变曲线 3 个阶段的特征，由此表明在

Bingham 模型中引入弹性模量的衰减规律可以较好

地描述岩石的减速蠕变阶段，串联带应变触发的非

线性黏壶后模型可以较好地反映岩石的加速蠕变阶

段。从而证明了本文所建立的流变本构模型的正确

性与合理性。 

 

 

图 7  蠕变模型预测值与泥岩实验数据比较 
Fig.7  Comparison of creep model prediction values  

and experimental data of mudstone 

 

图 8分析了流变指数 n的改变对软岩流变全过

程曲线的影响，图中给出了 n为 1.00、3.41、3.70、

4.00时蠕变曲线的对比（其余参数见表 1和表 2），

由图可知，在蠕变方程中，当其他参数不变时，随

着 n的增大，蠕变曲线的加速度也越来越大。 
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表 2  三轴应力状态下弹性模量衰减规律参数 
Table 2  Parameters of elastic modulus attenuation under 

triaxial stress state  

3  

/ MPa 
1  

/ MPa 

  

/ MPa 

  

/ MPa 

15 74.02 59.02 28.6 

 

 
图 8  蠕变参数 n的变化对全程蠕变曲线的影响 

Fig.8  Influence of creep parameter n on creep curves 
 of whole process 

6  结  论 

（1）在 Bingham模型的基础上串联一个非线性

应变触发黏壶元件，建立了一个新的非线性黏弹塑

流变本构模型，可以较好地描述软岩蠕变的等速和

加速蠕变阶段。 

（2）基于岩石蠕变过程中的损伤破裂现象，将

岩石力学参数的衰减规律引入蠕变模型，能较好地

描述软岩的减速蠕变阶段，建立了能够较好描述软

岩蠕变全过程的改进Bingham非线性三维黏弹塑蠕

变模型。 

（3）对蠕变模型中的流变指数 n进行了分析，

表明当 n值越大，软岩的加速蠕变速度也随之增大。 

（4）通过泥岩蠕变试验数据验证了所建立的非

线性蠕变模型的准确性，且模型元件数量少，组合

形式简单。 
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